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Çàäà÷à A. Ãîñòðîòà òà êèñëèíêà

Îïèñ çàäà÷i

� Äàíî ãîñòðîòó ai òà êèñëèíêó si äëÿ n âèäiâ ïðèïðàâ.

� Äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ïàð ïðèïðàâ ïîòðiáíî âèçíà÷èòè, ÷è ìîæíà îòðèìàòè öiëüîâi ãîñòðîòó x
òà êèñëèíêó y, çìiøàâøè ¨õ ó âiäïîâiäíié ïðîïîðöi¨.

Îáìåæåííÿ

� n ⩽ 50

� 0 ⩽ ai, si, x, y ⩽ 50

� (ai, si) ̸= (x, y)

� Óñi âõiäíi äàíi � öiëi ÷èñëà.

Ðîçâ'ÿçîê

� Íàíåñiòü çíà÷åííÿ ãîñòðîòè òà êèñëèíêè íà äâîâèìiðíó ïëîùèíó. Êîîðäèíàòè ñìàêó, ÿêi ìîæíà
îòðèìàòè, çìiøóþ÷è ïðèïðàâè i òà j, ëåæàòü ñòðîãî íà âiäðiçêó, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè (ai, si) òà
(aj , sj).

� ×è ëåæèòü öiëüîâà òî÷êà (x, y) íà öüîìó âiäðiçêó, ìîæíà âèçíà÷èòè çà O(1) ÷àñó, âèêîðèñòî-
âóþ÷è âåêòîðíi îïåðàöi¨, òàêi ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê i âåêòîðíèé äîáóòîê.

� Àáî, ÿêùî iñíó¹ êîðåêòíà ñóìiø, òî ¹ ïðîïîðöiÿ çìiøóâàííÿ p : q, äå p i q � äîäàòíi öiëi ÷èñëà,
äëÿ ÿêèõ p + q ⩽ 50. Òîìó çàäà÷ó òàêîæ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ïîâíèì ïåðåáîðîì óñiõ ìîæëèâèõ
ïðîïîðöié.
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Çàäà÷à B. Çëàìàíà êëàâiøà

Ðîçâ'ÿçîê (ïiäõiä ç âèêîðèñòàííÿì äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ)

� Íåõàé dp(i, c) � öå ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü âèêîíàíü Îïåðàöi¨ 1 òàê, ùî i-é ñèìâîë S óæå
äîïèñàíî, à ñèìâîë c íàðàçi íå ìiñòèòüñÿ â X.

� Íà¨âíèé ïåðåõiä çàéìà¹ O(|S|σ2) ÷àñó, äå σ = 26 � ðîçìið àëôàâiòó.

� Îáìåæèâøè ïåðåõîäè ëèøå çàìiíîþ íàéîñòàííiøîãî äîäàíîãî ñèìâîëó íà iíøèé ñèìâîë, ìî-
æíà çìåíøèòè ñêëàäíiñòü ïåðåõîäó äî O(|S|σ) ÷àñó.

Ðîçâ'ÿçîê (O(|S|) ïiäõiä)
� Íåìà¹ ïîòðåáè âèêîíóâàòè Îïåðàöiþ 1 âçàãàëi äî ïåðøî¨ ïîÿâè `z' ó S.

� Ïiñëÿ öüîãî ùîðàçó, êîëè ìè îäèí ðàç âèêîíó¹ìîÎïåðàöiþ 1, ìè ìîæåìî ïðîäîâæóâàòè âèêî-
íóâàòè Îïåðàöiþ 2 äîòè, äîêè êiëüêiñòü ðiçíèõ ñèìâîëiâ ó ïîòî÷íîìó ïiäðÿäêó íå ïåðåâèùó¹
25. Öÿ æàäiáíà ñòðàòåãiÿ ¹ îïòèìàëüíîþ.

� Çàãàëüíà ÷àñîâà ñêëàäíiñòü: O(|S|).
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Çàäà÷à C. Ïiäðàõóíîê òðèêóòíèêiâ

Âëàñòèâîñòi òðèàíãóëÿöi¨

� ßêùî âñi n òî÷îê ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, êiëüêiñòü òðèêóòíèêiâ äîðiâíþ¹ 0.

� Iíàêøå, êîëè ¹ n òî÷îê çàãàëîì i m òî÷îê ëåæàòü íà ìåæi ¨õ îïóêëî¨ îáîëîíêè, áóäü-ÿêà
òðèàíãóëÿöiÿ öèõ òî÷îê äà¹ ðiâíî 2n−m− 2 òðèêóòíèêè.

� → Îòæå, ùîá ìàêñèìiçóâàòè êiëüêiñòü òðèêóòíèêiâ, ñëiä ìiíiìiçóâàòè êiëüêiñòü òî÷îê m, ùî
ëåæàòü íà ìåæi íîâî¨ îïóêëî¨ îáîëîíêè.

Âèïàäîê k ⩾ 2

� Êîëè k ⩾ 2, ìè çàâæäè ìîæåìî äîñÿãòè m = 3 íà íîâié îïóêëié îáîëîíöi. Öå ðîáèòüñÿ øëÿõîì
ðîçìiùåííÿ äâîõ iç íîâèõ òî÷îê äîñòàòíüî äàëåêî, ùîá óòâîðèòè âåëè÷åçíèé òðèêóòíèê, ÿêèé
ìiñòèòü óñi iíøi N + k − 3 òî÷îê.

� → Îòæå, ñóìó âiäïîâiäåé äëÿ âñiõ k = 2, . . . ,K ìîæíà îá÷èñëèòè çà O(1) ÷àñó çà ôîðìóëîþ
2(N + k)− 3− 2 = 2N + 2k − 5.

Âèïàäîê k = 1

� Êîëè k = 1, ïîçíà÷èìî òî÷êè íà îïóêëié îáîëîíöi ïî÷àòêîâèõ N òî÷îê ÿê 1, 2, . . . ,m ó ïîðÿäêó
ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

� Äîäàâøè ðiâíî îäíó òî÷êó, ÷è ìîæåìî ìè ïîáóäóâàòè íîâó îïóêëó îáîëîíêó òàê, ùîá ëèøå
íåïåðåðâíèé âiäðiçîê ïî÷àòêîâèõ òî÷îê îáîëîíêè i, i+1, . . . , j (àðèôìåòèêà iíäåêñiâ çà ìîäóëåì
m) çàëèøèâñÿ íà ìåæi íîâî¨ îáîëîíêè?

� Öþ ïåðåâiðêó çäiéñíåííîñòi ìîæíà âèêîíàòè, ïåðåâiðèâøè ïåðåòèí ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êè i òà i− 1, i ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè j òà j + 1.

� Ìè ìîæåìî çíàéòè ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ j − i çà äîïîìîãîþ ïiäõîäó äâîõ âêàçiâíèêiâ (àáî
áiíàðíîãî ïîøóêó).
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Çàäà÷à D. Ïðîâåäè iíñïåêöiþ

Ðîçâ'ÿçàííÿ

� Îá÷èñëiòü XOR-ñóìó âñiõ ðåáåð êiìíàò (âiäðiçêiâ, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ íåïàðíó êiëüêiñòü ðàçiâ ó
âõiäíèõ ïðÿìîêóòíèêàõ).

� Äëÿ âñiõ ãîðèçîíòàëüíèõ ðåáåð åôåêòèâíî îá÷èñëþâàòè ïðåôiêñíi ñóìè çëiâà äëÿ êîæíî¨
êîîðäèíàòè y. Òà ñàìà ëîãiêà çàñòîñîâó¹òüñÿ i äî âåðòèêàëüíèõ ðåáåð.

� Ïîáóäîâà íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà ç ðåøòè ãðàíè÷íèõ âiäðiçêiâ ðîçáèâà¹ ìåæó íà êiëüêà íåïåðå-
òèííèõ öèêëiâ. Ðiâíî îäèí iç öèõ öèêëiâ âiäïîâiäà¹ çîâíiøíié ìåæi áóäèíêó, à ðåøòà � äèâíèì
ïðîñòîðàì. Îòæå, ìè ìîæåìî çíàéòè äèâíi ïðîñòîðè, ïðîñòî âèêëþ÷èâøè öèêë ç íàéáiëüøîþ
ïëîùåþ.

� Çàãàëüíèé àëãîðèòì ìîæíà ðåàëiçóâàòè çà ÷àñ O(n log n).

� Ñåðåä àëüòåðíàòèâíèõ ïiäõîäiâ � âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè Åéëåðà äëÿ ìíîãîãðàííèêiâ, ùîá
ïîðàõóâàòè êiëüêiñòü îáëàñòåé, i òðàñóâàííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (íàïðèêëàä, çà ïðàâèëîì ëiâî¨
ðóêè) äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîù.
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Çàäà÷à E. Ñìàðàãäîâèé ìàãàçèí

Ðîçâ'ÿçîê

� Ðîçãëÿíåìî ãðàô, äå ïðåäìåòè � öå âåðøèíè, à ëþäè � öå ðåáðà. ßêùî çíàéòè âiäïîâiäü äëÿ
êîæíî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè, òî ìîæíà ïåðåìíîæèòè öi âiäïîâiäi òà ïîìíîæèòè íà âiäïîâiäíèé
ìóëüòèíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò, ùîá îòðèìàòè çàãàëüíó âiäïîâiäü.

� Äëÿ òîãî ùîá ó çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè iñíóâàâ êîðåêòíèé ðîçâ'ÿçîê, âîíà ìà¹ áóòè àáî äåðåâîì,
àáî ïñåâäîäåðåâîì (êîìïîíåíòà ðiâíî ç îäíèì öèêëîì).

� Çíàéäåìî âiäïîâiäü äëÿ êîæíîãî âèïàäêó.

� Íåõàé îði¹íòîâàíå ðåáðî ïðîâåäåíî âiä Ai äî Bi.

Âèïàäîê äåðåâà

� Ñòåïiíü âèõîäó ¹äèíî¨ íåïðîäàíî¨ âåðøèíè â êîìïîíåíòi ìà¹ áóòè 0 (òîáòî âîíà íå ìîæå
ç'ÿâëÿòèñÿ â A).

� Çàôiêñó¹ìî íåïðîäàíó âåðøèíó i ââàæàòèìåìî ¨¨ êîðåíåì. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè i íåõàé Si �
öå òàêå çíà÷åííÿ:

� Êiëüêiñòü íàùàäêiâ âåðøèíè i, ÿêèõ ìîæíà äîñÿãòè ç i.

� Òîäi âiäïîâiäü äîðiâíþ¹ N !, ïîìíîæåíîìó íà äîáóòîê îáåðíåíèõ äî Si.

� Si ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ (DP) íà äåðåâi àáî rerooting
tree DP (DP íà äåðåâi â óñiõ íàïðÿìêàõ), ùîá îïðàöþâàòè âñi ìîæëèâi êîðåíi.

Âèïàäîê ïñåâäîäåðåâà

� ßêùî ïîäèâèòèñÿ íà öèêëi÷íó ÷àñòèíó, iñíó¹ ëèøå 2 ìîæëèâi ñïîñîáè ïîêóïêè, òîìó çàôiêñó-
¹ìî îði¹íòàöiþ öèêëó i ðîçãëÿíåìî ¨õ.

� Ïîäiáíî äî âèïàäêó äåðåâà, äîáóòîê îáåðíåíèõ äî Si áåçïîñåðåäíüî äà¹ âiäïîâiäü.

� Çàóâàæòå, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñàì öèêë ÿê êîðiíü. Ïîòðiáíî áóòè îáåðåæíèì, êîëè âñi ðåáðà
â öèêëi ñïðÿìîâàíi â îäèí áiê.

� Ðåàëiçàöiÿ ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ.
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Çàäà÷à F. Ôóíêöi¨ òà ðÿäêè

Ðîçâ'ÿçîê (1)

� Ðîçãëÿíåìî êiëüêiñòü ïîòðiáíèõ îïåðàöié äëÿ êîæíîãî ïiäðÿäêà.

� ßêùî ðÿäîê ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà �01�, êiëüêiñòü îïåðàöié äîðiâíþ¹
|T | − 2 + (êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê).

� ßêùî ðÿäîê ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà �0� àáî �1�, êiëüêiñòü îïåðàöié äîðiâíþ¹
|T | − 1 + (êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê).

� Îòæå, äîñòàòíüî âèçíà÷èòè:

� ×è ìîæíà êîæåí ïiäðÿäîê ïåðåòâîðèòè íà �0�, �1� àáî �01�;

� Ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê, ïîòðiáíó äëÿ òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê (2)

� Ðîçãëÿíåìî çàìiíè:

� Îïåðàöiÿ 2: Âèáðàòè �00� i çàìiíèòè éîãî íà �1�.

� Îïåðàöiÿ 3: Âèáðàòè �11� i çàìiíèòè éîãî íà �0�.

� Ìîæíà âiäîáðàçèòè ñèìâîëè â åëåìåíòè Z3 (öiëi ÷èñëà çà ìîäóëåì 3) òàê:

� Îïåðàöiÿ 2: Âèáðàòè �11� i çàìiíèòè éîãî íà �2�.

� Îïåðàöiÿ 3: Âèáðàòè �22� i çàìiíèòè éîãî íà �1�.

� Öå âiäïîâiäà¹ çàìiíi äâîõ ñóñiäíiõ îäíàêîâèõ çíà÷åíü íà ¨õíþ ñóìó çà ìîäóëåì 3, ùî ¹ iíâàði-
àíòîì (ñóìà åëåìåíòiâ ìàñèâó çà ìîäóëåì 3 íå çìiíþ¹òüñÿ).

� Âèêîðèñòîâóþ÷è äèíàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ àáî ïîäiáíi òåõíiêè, ìîæíà ïîðàõóâàòè êiëüêiñòü
ïiäðÿäêiâ, ÿêi ìîæíà óñïiøíî ïåðåòâîðèòè íà �0�, �1� àáî �01�.

Ðîçâ'ÿçîê (3)

� Ïåðåñòàíîâêè (Îïåðàöiÿ 1) ïîòðiáíi ëèøå òîäi, êîëè â ðÿäêó ñèìâîëè `0' i `1' ÷åðãóþòüñÿ (çà
âèíÿòêîì ñàìèõ öiëüîâèõ ðÿäêiâ �0�, �1� i �01�).

� ßêùî ðÿäîê íå ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷åðãóâàííÿ ñèìâîëiâ, ïåðåñòàíîâêè íå ïîòðiáíi:

� Çàãàëîì, ÿêùî âèáðàòè �00�, ùî ñòî¨òü ïîðó÷ iç `1` (àáî �11� ïîðó÷ iç `0`), íàïðèêëàä
. . . 0001 · · · → . . . 0011 . . . , òî ìîæíà âèêîíàòè íàñòóïíó Îïåðàöiþ 2 àáî 3 (àáî çàâåðøèòè
ïðîöåñ).

� Õî÷à ìîæå çäàòèñÿ, ùî ìè ìîæåìî äiéòè äî ñòàíó �10�, ¹äèíèìè ñòàíàìè áåçïîñåðåäíüî
ïåðåä �10� ¹ �01�, �000� i �111�. Îñòàííi äâà (�000� i �111�) ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà �01� ðiâíî
çà îäíó îïåðàöiþ.

� ßêùî iíâåðòóâàòè ñèìâîëè íà íåïàðíèõ ïîçèöiÿõ i çàñòîñóâàòè run-length compression, çàãàëüíó
êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè.
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Çàäà÷à G. Âåëè÷åçíèé ïëåéëèñò

Ðîçâ'ÿçîê

� Íåõàé t[i] + x[i] ñåêóíä � öå ìîìåíò, êîëè ëþäèíà i çðàäi¹, ÿêùî ìè çàïóñêà¹ìî ïëåéëèñò ç
ïî÷àòêó ïiñíi 1.

� ßêùî ìè ïî÷èíà¹ìî âiäòâîðåííÿ ïëåéëèñòà çi çñóâîì íà y ñåêóíä (äå y � ïî÷àòêîâà ïîçèöiÿ
âiäíîñíî ïiñíi 1), òî ìîìåíò, êîëè ëþäèíà i çðàäi¹, äîðiâíþ¹:

� ßêùî y ⩽ x[i]: t[i] + x[i]− y ñåêóíä

� ßêùî y > x[i]: t[i] + x[i]− y +
∑

L

� ßêùî âiäñîðòóâàòè M ëþäåé çà çðîñòàííÿì x[i] i çàôiêñóâàòè ïiñíþ, ç ÿêî¨ ïî÷èíà¹òüñÿ âiä-
òâîðåííÿ (öå âèçíà÷à¹ çíà÷åííÿ y), òî ëþäåé ìîæíà ðîçäiëèòè íà äâi ãðóïè çà íàâåäåíèìè
âèùå âèïàäêàìè â äåÿêié ìåæi. Ïiñëÿ öüîãî ìiíiìàëüíèé ÷àñ, íåîáõiäíèé, ùîá çàäîâîëüíè-
òè âñiõ äëÿ êîæíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ïiñíi, ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ïðåôiêñíèõ/ñóôiêñíèõ
ìàêñèìóìiâ (íàêîïè÷óâàíèõ ìàêñèìóìiâ) àáî äåðåâà âiäðiçêiâ.
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Çàäà÷à H. Ñêiëüêè ñïîñîáiâ óïàêóâàòè?

Ðîçâ'ÿçîê

� Ïðèïóñòèìî, ùî A[1] ⩽ A[2] ⩽ . . . ⩽ A[N ]. Âèçíà÷èìî, ÷è ¹ S = {1, 2, . . . , N} õîðîøîþ äëÿ
çàäàíîãî w.

� Áóäü-ÿêà êóëüêà, âàæ÷à çà w −A[1], ïîâèííà óòâîðþâàòè âëàñíó ãðóïó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå
ç öi¹¨ îäíi¹¨ êóëüêè.

� ßêùî ñóìà âàã óñiõ êóëüîê iç âàãîþ íå áiëüøîþ çà w − A[1] íå ïåðåâèùó¹ w, òî âîíè ïîâèííi
áóòè çãðóïîâàíi ðàçîì â îäíó ãðóïó.

� À ùî, ÿêùî öå íå òàê?

� ßêùî ñóìà âàã êóëüîê iç âàãîþ íå áiëüøîþ çà w −A[1] ñòðîãî áiëüøà çà w:

� Äëÿ êîæíîãî i òàêîãî, ùî A[i] ⩽ w − A[1], iñíó¹ êîðåêòíå ðîçáèòòÿ, ó ÿêîìó êóëüêà 1 i
êóëüêà i íàëåæàòü äî îäíi¹¨ ãðóïè.

� Îäíàê íåìîæëèâî ïîìiñòèòè âñi êóëüêè ç âàãîþ íå áiëüøîþ çà w −A[1] â îäíó ãðóïó.

� → Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ïðèíàéìíi äâà ðiçíi êîðåêòíi ðîçáèòòÿ!

� ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî A[1] ⩽ A[2] ⩽ . . . ⩽ A[N ], òî íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà òîãî, ùî
S = {1, 2, . . . , N} ¹ õîðîøîþ âiäíîñíî w, òàêà:

1. A[N ] ⩽ w

2. Ñóìà âàã êóëüîê ó S, âàãà ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ w −A[1], íå ïåðåâèùó¹ w.

� Ïiäðàõóíîê ìîæíà âèêîíàòè, âiäñîðòóâàâøè êóëüêè çà ñïàäàííÿì âàã i âèêîðèñòîâóþ÷è äè-
íàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ.
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Çàäà÷à I. Â îäíîìó ðÿäêó

Óïîðÿäêóâàííÿ áëîêiâ

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî íåïåðåðâíîãî áëîêó âåðøèí çáåðiãàéòå òðè çíà÷åííÿ:

info(B) = (zB, oB, cB),

äå zB � êiëüêiñòü íóëiâ ó áëîöi, oB � êiëüêiñòü îäèíèöü ó áëîöi, à cB � êiëüêiñòü iíâåðñié, ùî
ïîâíiñòþ ëåæàòü óñåðåäèíi öüîãî áëîêó.

ßêùî äâà áëîêè A i B ðîçòàøóâàòè â òàêîìó ïîðÿäêó, òî êiëüêiñòü iíâåðñié ìiæ íèìè äîðiâíþ¹
oAzB. Îòæå, ðîçòàøóâàòè A ïåðåä B íå ãiðøå, íiæ B ïåðåä A, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

oAzB ⩽ oBzA.

Òîìó áëîêè ñëiä ñîðòóâàòè çà çðîñòàííÿì âiäíîøåííÿ o
z . Äiëèòè íå ïîòðiáíî: ïîðiâíþéòå äâà áëîêè

çà äîïîìîãîþ ïåðåõðåñíîãî ìíîæåííÿ. Âèçíà÷èìî

A ≺ B ⇐⇒ oAzB < oBzA.

Ðiâíiñòü ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè äîâiëüíî, îñêiëüêè îáèäâà ïîðÿäêè äàþòü îäíàêîâèé âíåñîê ìiæ áëî-
êàìè.

ßêùî áëîê A ìà¹ áóòè áåçïîñåðåäíüî ïåðåä áëîêîì B, ìè çàìiíþ¹ìî ¨õ îäíèì áëîêîì

merge(A,B) = (zA + zB, oA + oB, cA + cB + oAzB).

Ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîãî äåðåâà

Ðîçãëÿíåìî îäíå êîðåíåâå äåðåâî. Ìè ïåðåòâîðèìî éîãî íà ñïèñîê áëîêiâ. Ïiçíiøå öi áëîêè ìîæíà
áóäå âiäñîðòóâàòè çà ≺, i ¨õ êîíêàòåíàöiÿ äàñòü îïòèìàëüíèé äîïóñòèìèé ïîðÿäîê äëÿ öüîãî äåðåâà.

Îáðîáëÿéòå âåðøèíè çíèçó âãîðó. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè u ïiäòðèìóéòå ïðiîðèòåòíó ÷åðãó áëîêiâ,
ùî íàëåæàòü óæå îáðîáëåíèì ïiääåðåâàì äiòåé u, âïîðÿäêîâàíó çà ≺. Ùîá îáðîáèòè u:

1. Çëèòè âñi ïðiîðèòåòíi ÷åðãè äiòåé u ó ïðiîðèòåòíó ÷åðãó u.

2. Ñòâîðèòè ïîòî÷íèé áëîê C, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç u:

C = (1, 0, 0) ÿêùî vu = 0, C = (0, 1, 0) ÿêùî vu = 1.

3. Ïîêè íàéìåíøèé áëîê B ó ïðiîðèòåòíié ÷åðçi çàäîâîëüíÿ¹ B ≺ C, çëèòè éîãî â C:

C ← merge(C,B).

Ïîòiì âèäàëèòè B ç ïðiîðèòåòíî¨ ÷åðãè.

4. Äîäàòè ôiíàëüíèé áëîê C ó ïðiîðèòåòíó ÷åðãó u.

×îìó öå ïðàâèëüíî? Ïðèïóñòiìî, ùî íàéìåíøèé äîñòóïíèé áëîê äèòèíè � öå B, i B ≺ C.
ßêáè íå áóëî îáìåæåíü äåðåâà, B ñëiä áóëî á ðîçòàøóâàòè ïåðåä C. Îäíàê êîæíà âåðøèíà â B ¹
íàùàäêîì u, à C ìiñòèòü u, òîìó B íå ìîæå ñòîÿòè ïåðåä C. Ñåðåä óñiõ áëîêiâ, ÿêi ìàþòü áóòè
ðîçòàøîâàíi ïiñëÿ C, âèáið íàéìåíøîãî íàñòóïíèì ¹ îïòèìàëüíèì çà àðãóìåíòîì ïðî îáìií ñóñiäíiõ
åëåìåíòiâ âèùå. Îòæå, B ïðèìóñîâî ìà¹ ñòîÿòè áåçïîñåðåäíüî ïiñëÿ C, i öi äâà áëîêè ìîæíà çëèòè.
Ìè ïîâòîðþ¹ìî öå, äîêè æîäåí iç ðåøòè áëîêiâ äiòåé íå õî÷å ñòîÿòè ïåðåä C.

Ïiñëÿ îáðîáêè êîðåíÿ éîãî ïðiîðèòåòíà ÷åðãà ìiñòèòü óñi ôiíàëüíi áëîêè äåðåâà ó âiäñîðòîâàíîìó
ïîðÿäêó. ßêùî öi áëîêè � B1, B2, . . . , Bs, òî ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü iíâåðñié óñåðåäèíi öüîãî äåðåâà
äîðiâíþ¹

s∑
i=1

cBi +
∑

1⩽i<j⩽s

oBizBj .

Äðóãó ñóìó ìîæíà îá÷èñëèòè, ïðîõîäÿ÷è áëîêè çëiâà íàïðàâî òà ïiäòðèìóþ÷è ïðåôiêñíó ñóìó
îäèíèöü.
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Îá'¹äíàííÿ äâîõ äåðåâ

Äëÿ äåðåâà Ðàéàíà îäèí ðàç îá÷èñëiòü éîãî ôiíàëüíèé âiäñîðòîâàíèé ñïèñîê áëîêiâ. Íåõàé öå áóäå

R1, R2, . . . , Rs.

Òàêîæ ïîïåðåäíüî îá÷èñëiòü:

� îïòèìàëüíó êiëüêiñòü iíâåðñié óñåðåäèíi äåðåâà Ðàéàíà, ïîçíà÷åíó ÿê baseR;

� ïðåôiêñíi ñóìè íóëiâ i îäèíèöü ó ñïèñêó R.

Äëÿ êîæíîãî äåðåâà äðóãà ïiñëÿ ðîçøèôðóâàííÿ éîãî ìiòîê îá÷èñëiòü éîãî ôiíàëüíèé âiäñîðòî-
âàíèé ñïèñîê áëîêiâ

G1, G2, . . . , Gt

òà éîãî âíóòðiøíþ îïòèìàëüíó êiëüêiñòü iíâåðñié baseG òàê ñàìî.
Ìiæ äâîìà äåðåâàìè íåìà¹ îáìåæåíü íà ïðåäêiâ. Òîìó ïiñëÿ òîãî, ÿê îáèäâà äåðåâà çâåäåíî äî

âiäñîðòîâàíèõ áëîêiâ, îïòèìàëüíèé ñïiëüíèé ïîðÿäîê � öå ïðîñòî âiäñîðòîâàíå çëèòòÿ äâîõ ñïèñêiâ
áëîêiâ çà òèì ñàìèì ïîðÿäêîì ≺.

Íàì íå ïîòðiáíî ôàêòè÷íî çëèâàòè äâà ñïèñêè. Äëÿ áëîêó G ç äåðåâà äðóãà íåõàé pos(G) � öå
êiëüêiñòü áëîêiâ Ðàéàíà, ÿêi ñòðîãî ìåíøi çà G. Òîäi:

� áëîêè Ðàéàíà ïåðåä G äàþòü âíåñîê

zG ·
(
êiëüêiñòü îäèíèöü ó R1, . . . , Rpos(G)

)
;

� áëîêè Ðàéàíà ïiñëÿ G äàþòü âíåñîê

oG ·
(
êiëüêiñòü íóëiâ ó Rpos(G)+1, . . . , Rs

)
.

Îñêiëüêè áëîêè Ðàéàíà âiäñîðòîâàíi, pos(G) çíàõîäèòüñÿ áiíàðíèì ïîøóêîì. Ïiäñóìóâàâøè öå
äëÿ âñiõ áëîêiâ äåðåâà äðóãà, îòðèìà¹ìî ïåðåõðåñíi iíâåðñi¨ cross(R,G), à âiäïîâiäü äëÿ öüîãî äðóãà
äîðiâíþ¹

baseR + baseG + cross(R,G).

Ñêëàäíiñòü

Äëÿ äåðåâà ç m âåðøèíàìè ïðiîðèòåòíi ÷åðãè ìîæíà çëèâàòè çà ìåòîäîì small-to-large. Êîæåí áëîê
ïåðåìiùó¹òüñÿ O(logm) ðàçiâ, à êîæíà îïåðàöiÿ íàä ïðiîðèòåòíîþ ÷åðãîþ êîøòó¹ O(logm), òîìó öÿ
ðåàëiçàöiÿ ïðàöþ¹ çà

O(m log2m)

÷àñó.
Äëÿ êîæíîãî çàïèòó ïiñëÿ çâåäåííÿ äåðåâà äðóãà êîæåí iç éîãî ôiíàëüíèõ áëîêiâ âèêîíó¹ îäèí

áiíàðíèé ïîøóê ó ñïèñêó áëîêiâ Ðàéàíà. Îòæå, ñóìàðíà äîäàòêîâà âàðòiñòü äëÿ âñiõ çàïèòiâ ñòàíî-
âèòü

O
((∑

mk

)
log n

)
.
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Çàäà÷à J. ßïîíñüêå ìèñòåöòâî

� Äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê iñíó¹ ðiâíî äâà ìîæëèâi âàðiàíòè ëàìàíî¨, çàëåæíî âiä ¨õ âçà¹ìíîãî
ðîçòàøóâàííÿ.

� Ïðèçíà÷òå êîæíîìó êîëüîðó áóëåâó çìiííó, äå îäèí iç äâîõ âàðiàíòiâ âiäïîâiäà¹ True, à iíøèé
� False.

� Íàïðèêëàä, ÿêùî îäíà òî÷êà ðîçòàøîâàíà âíèçó ëiâîðó÷ âiä iíøî¨, òî äâà ìîæëèâi âàði-
àíòè ëàìàíî¨ � ⌊ i ⌉.

� Ïåðåâiðòå ïåðåòèíè ìiæ óñiìà ïàðàìè ìîæëèâèõ ëàìàíèõ i çâåäiòü çàäà÷ó äî 2-SAT.

� Íàïðèêëàä, ÿêùî îäíî÷àñíèé âèáið ëàìàíèõ x i y íåìîæëèâèé, áî âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ,
öå ìîæíà ïîäàòè ÿê óìîâó 2-SAT ¬(x ∧ y) ≡ ¬x ∨ ¬y.

� Îñêiëüêè iñíó¹ O(n2) ïàð ëàìàíèõ, çàãàëüíà êiëüêiñòü äèç'þíêòiâ òàêîæ äîðiâíþ¹ O(n2). Îòæå,
çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè çà ÷àñ O(n2).
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Çàäà÷à K. Çíàé ñâié ïðåôiêñ

� ßêùî äîâæèíà A ìåíøà çà M , ìîæíà íà¨âíî ñèìóëþâàòè îïåðàöi¨ (öå òðàïëÿ¹òüñÿ ùîíàéáiëü-
øå O(logM) ðàçiâ).

� Êîëè äîâæèíà A ïåðåâèùó¹M , ìîæíà âiäêèíóòè âñå ïiñëÿ ïåðøèõM åëåìåíòiâ. Òîäi îïåðàöiþ
ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:

� Îïåðàöiÿ: Çàìiíèòè ïîñëiäîâíiñòü A íà (A[1], A[2], . . . , A[x], A[1], A[2], . . . , A[M − x]).

Îïåðàöiÿ: Çàìiíèòè A íà (A[1], A[2], . . . , A[x], A[1], A[2], . . . , A[M − x]).

� Ïðåôiêñ êîðîòøî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìiæ (A[1], . . . , A[x]) òà (A[1], . . . , A[M −x]) çáiãà¹òüñÿ ç ïðåôi-
êñîì äîâøî¨ ïîñëiäîâíîñòi.

� Îòæå, íàì ïîòðiáíî çíàòè ëèøå ïåðøi max(x,M − x) åëåìåíòiâ A ïiñëÿ ïîïåðåäíüî¨ îïåðàöi¨.

� Àíàëiçóþ÷è çàïèòè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, ìîæíà âèçíà÷èòè, ñêiëüêè åëåìåíòiâ ïðåôiêñà ïî-
òðiáíî íà êîæíîìó êðîöi, à ïîòiì ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü âiä ïî÷àòêó.

� Äåòàëi ðåàëiçàöi¨: íàïðèêëàä, çàïîâíåííÿ ìàñèâó íà ìiñöi, âèêîðèñòàííÿ std::deque òîùî.
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Çàäà÷à L. Çàëèøèòè ëèøå êîðiíü

1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

Íåõàé T = (V,E) � äåðåâî, êîðåíåì ÿêîãî ¹ âåðøèíà 1. Äîçâîëåíî ïîâòîðíî âèäàëÿòè ëèñò. ßêùî
âèäàëåíèé ëèñò u ¹ íàùàäêîì êîðåíÿ (âåðøèíè 1), íi÷îãî íå âiäáóâà¹òüñÿ. Iíàêøå íåõàé p � áàòüêî
u, à gp � áàòüêî p. Âèäàëåííÿ u ñïðè÷èíÿ¹ ïðè¹äíàííÿ K íîâèõ êîïié ïiääåðåâà ç êîðåíåì ó p (áåç
óðàõóâàííÿ u) äî gp.

Íàøà ìåòà � çíàéòè ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü îïåðàöié, ïîòðiáíèõ, ùîá çâåñòè äåðåâî ëèøå äî âåð-
øèíè 1.

1.1 Åôåêòèâíà âàãà ïiääåðåâà

Íåõàé E(u) ïîçíà÷à¹ åôåêòèâíó âàãó ïiääåðåâà ç êîðåíåì ó âåðøèíi u. Öÿ âàãà âiäîáðàæà¹ ìóëü-
òèïëiêàòèâíèé âïëèâ ïiääåðåâà, êîëè îáðîáëÿ¹òüñÿ éîãî áàòüêî.

� ßêùî u � ëèñò, éîãî âèäàëåííÿ íå çàïóñêà¹ æîäíîãî êîïiþâàííÿ éîãî áðàòiâ. Òîìó áàçîâèé
âíåñîê òàêèé:

E(u) = 1

� ßêùî u � âíóòðiøíÿ âåðøèíà ç ìíîæèíîþ äiòåé C(u) = {v1, v2, . . . , vd}, òî âèäàëåííÿ ëèñòiâ
¨¨ äiòåé ðåêóðñèâíî çàïóñêà¹ êîïiþâàííÿ. Çîêðåìà, âèäàëåííÿ êîìïîíåíòà vi ìíîæèòü ðåøòó
ñòðóêòóðè íà K + 1 êîïié. Çà iíäóêöi¹þ åôåêòèâíà âàãà u çàäîâîëüíÿ¹:

E(u) = 1 +
∑

v∈C(u)

(K + 1)E(v)−1

1.2 Âàðòiñòü îáðîáêè ïiääåðåâà

Íåõàé dp[u] � ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü îïåðàöié, ùîá ïîâíiñòþ âèäàëèòè ïiääåðåâî ç êîðåíåì ó u, çà
óìîâè ùî áàòüêà u íå âèäàëåíî. Íåõàé R[u] ïîçíà÷à¹ íàêîïè÷åíó âàðòiñòü îáðîáêè âñiõ íàùàäêiâ u
äî ìîìåíòó, êîëè çàëèøà¹òüñÿ ëèøå u.

� Äëÿ ëèñòà u:
R[u] = 0

� Äëÿ âíóòðiøíüî¨ âåðøèíè u:

R[u] =
∑

v∈C(u)

(R[v] + h(E(v)− 1)) (mod 998244353)

äå h(x) � âàðòiñòü çãîðòàííÿ åôåêòèâíî¨ âàãè x, âèçíà÷åíà ÿê:

h(x) =
(K + 1)x − 1

K

Çàãàëüíà âàðòiñòü îáðîáêè ïiääåðåâà ç êîðåíåì ó u (êîëè éîãî áàòüêî íå çìiíþ¹òüñÿ) äîðiâíþ¹:

dp[u] = h(E(u)) +R[u] (mod 998244353)

Äëÿ êîðåíÿ (âåðøèíè 1) éîãî äiòåé ìîæíà âèäàëÿòè íåçàëåæíî, íå âèêëèêàþ÷è êîïiþâàííÿ íà
ðiâíi áàòüêà. Òîìó çàãàëüíà ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü îïåðàöié:

Total Cost =
∑

u∈C(1)

dp[u] (mod 998244353)
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2 Êåðóâàííÿ ñòåïåíåâèìè áàøòàìè çà äîïîìîãîþ ëàíöþãà ôóíêöi¨
Åéëåðà

Âèçíà÷åííÿ E(u) ìiñòèòü ñòåïåíåâi áàøòè âèäó (K + 1)(K+1)... . Öi çíà÷åííÿ çðîñòàþòü íàäçâè÷àéíî
øâèäêî i íå ìîæóòü áóòè çáåðåæåíi ó ñòàíäàðòíèõ ìàøèííèõ òèïàõ. Ïîòðiáíî îá÷èñëþâàòè ¨õ çà
ìîäóëåì M0 = 998244353.

2.1 Ëàíöþã ìîäóëiâ

Çãiäíî ç óçàãàëüíåíîþ òåîðåìîþ Åéëåðà, äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ a, x òà ìîäóëÿ m:

ax ≡ a(x mod ϕ(m))+ϕ(m) (mod m) äëÿ x ⩾ ϕ(m)

Ùîá îá÷èñëèòè E(u) (mod M0), ïîòðiáíî îá÷èñëèòè ïîêàçíèê E(v) − 1 çà ìîäóëåì ϕ(M0). Öå
âèìàãà¹ îá÷èñëåííÿ ïîêàçíèêà öüîãî âèðàçó çà ìîäóëåì ϕ(ϕ(M0)), i òàê äàëi. Âèçíà÷èìî ñïàäíèé
ëàíöþã ìîäóëiâ:

M0 = 998244353

Mi+1 = ϕ(Mi) äëÿ i ⩾ 0

Îñêiëüêè ϕ(m) ¹ ïàðíèì äëÿ âñiõm > 2, çíà÷åííÿMi ùîíàéìåíøå âäâi÷i çìåíøó¹òüñÿ ïðèíàéìíi
êîæíi äâà êðîêè. Îòæå, ëàíöþã äóæå øâèäêî çàâåðøó¹òüñÿ íà 1. Äîâæèíà ëàíöþãà äîðiâíþ¹ L = 31.

Ìàòåìàòè÷íèé äîêàç ñêií÷åííîñòi ëàíöþãà ìîäóëiâ

Íåõàé m � ïàðíå öiëå ÷èñëî. Ôóíêöiÿ Åéëåðà ϕ(m) ðàõó¹ êiëüêiñòü ÷èñåë 1 ⩽ k ⩽ m, âçà¹ìíî
ïðîñòèõ iç m. Îñêiëüêè m ïàðíå, áóäü-ÿêå âçà¹ìíî ïðîñòå k ìà¹ áóòè íåïàðíèì. Îòæå, ϕ(m) ⩽ m

2 .
Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïàðíîãîm çíà÷åííÿ ϕ(m) ¹ ïàðíèì. Òîìó ïiñëÿ ùîíàéáiëüøå îäíîãî êðîêó ìîäóëü
ñòà¹ ïàðíèì, à äàëi çíà÷åííÿ çìåíøó¹òüñÿ ùîíàéìåíøå âäâi÷i êîæíi äâi iòåðàöi¨:

ϕ(ϕ(m)) ⩽ m

2

Öå ãàðàíòó¹ ëîãàðèôìi÷íå ñïàäàííÿ, îáìåæóþ÷è äîâæèíó ëàíöþãà L ⩽ 2 log2(M0) ≈ 60. Äëÿ
998244353 âií çàâåðøó¹òüñÿ ðiâíî çà 31 êðîê.

3 Ñèñòåìà ïåðåõîäiâ i âiäñòåæåííÿ �âåëèêèõ� çíà÷åíü

Îñêiëüêè òåîðåìà Åéëåðà ïðàöþ¹ ïî-ðiçíîìó çàëåæíî âiä òîãî, ÷è ìåíøèé ïîêàçíèê x çà ϕ(m),
ïîòðiáíî âiäñòåæóâàòè, ÷è ¹ E(u) âåëèêèì. Âèçíà÷èìî ïîðiã Tlarge = 109 + 7. Îñêiëüêè Tlarge > Mi

äëÿ âñiõ i ⩾ 0, áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ E(u) ⩾ Tlarge ãàðàíòîâàíî áiëüøå çà ϕ(Mi) äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîäóëÿ
â íàøîìó ëàíöþãó.

3.1 Ïîäàííÿ ñòàíó äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ

Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè u çáåðiãà¹ìî:

1. large_val[u]: áóëåâèé ïðàïîðåöü, ùî âêàçó¹, ÷è E(u) ⩾ Tlarge.

2. exact_E[u]: òî÷íå çíà÷åííÿ E(u), ÿêùî large_val[u] õèáíå.

3. E[u][i]: çíà÷åííÿ E(u) (mod Mi) äëÿ 0 ⩽ i ⩽ L.

3.2 Ïåðåõîäè ñòàíiâ

Äëÿ âåðøèíè u ç äiòüìè C(u):
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1. Îöiíêà òî÷íîãî çíà÷åííÿ: Ùîá óíèêíóòè ïåðåïîâíåííÿ öiëîãî òèïó, îá÷èñëþ¹ìî:

exact_E[u] = 1 +
∑

v∈C(u)

(K + 1)exact_E[v]−1

ßêùî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ïiä ÷àñ öüîãî ïiäñóìîâóâàííÿ exact_E[u] ⩾ Tlarge àáî áóäü-ÿêà äèòèíà ìà¹
large_val[v] == true, âñòàíîâëþ¹ìî large_val[u] = true.

2. Ìîäóëüíå ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ: Äëÿ êîæíîãî iíäåêñó ìîäóëÿ i ∈ [0, L]:

E[u][i] =

1 +
∑

v∈C(u)

(K + 1)exp(v,i)

 (mod Mi)

äå ïîêàçíèê exp(v, i) âèçíà÷à¹òüñÿ ìàñøòàáîì v:

� ßêùî large_val[v] õèáíå i exact_E[v]− 1 < Mi+1:

exp(v, i) = exact_E[v]− 1

� Iíàêøå (ïîêàçíèê âåëèêèé âiäíîñíî ìîäóëÿ ϕ(Mi) = Mi+1):

exp(v, i) = ((E[v][i+ 1]− 1) mod Mi+1) +Mi+1

4 Àíàëiç ñêëàäíîñòi

4.1 ×àñîâà ñêëàäíiñòü

� Ïîáóäîâà ëàíöþãà ìîäóëiâ: çíàõîäæåííÿ ϕ(Mi) çàéìà¹ O(
√
Mi) ÷àñó. Îñêiëüêè Mi çìåí-

øó¹òüñÿ åêñïîíåíöiéíî, öåé êðîê çàéìà¹ O(
√
M0) ≈ 31594 îïåðàöié, ùî ¹ íåçíà÷íèì.

� Òîïîëîãi÷íå âïîðÿäêóâàííÿ: îáõiä BFS çàéìà¹ O(N) ÷àñó.

� Ïåðåõîäè äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ: äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè u ìè iòåðó¹ìîñÿ ïî ¨¨ äiòÿõ
C(u) i îá÷èñëþ¹ìî ñòåïåíi äëÿ L ìîäóëiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è áiíàðíå ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ,
îá÷èñëåííÿ (K + 1)exp (mod Mi) çàéìà¹ O(logMi) ÷àñó. Îòæå, ñóìàðíà âàðòiñòü ïåðåõîäó äëÿ
âåðøèíè u äîðiâíþ¹ O(|C(u)| · L · logM0). Ïiäñóìîâóþ÷è ïî âñiõ âåðøèíàõ V :∑

u∈V
O(|C(u)| · L · logM0) = O(N · L logM0)

4.2 Ïðîñòîðîâà ñêëàäíiñòü

Ñïèñîê ñóìiæíîñòi çàéìà¹ O(N) ïàì'ÿòi. Ìàñèâè ñòàíiâ E[N][L] ïîòðåáóþòü çáåðiãàííÿ 31 öiëîãî
÷èñëà íà âåðøèíó. Îòæå, çàãàëüíà ïðîñòîðîâà ñêëàäíiñòü ñòàíîâèòü O(N · L).
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