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Задача A. Дерево та особлива вершина
Переформулюємо задачу: необхiдно додати мiнiмальну кiлькiсть ребер до заданого дерева так,

щоб в ньому не iснувало мосту. Визначимо коренем дерева деяку вершину степенi не менше двох (це
неможливо зробити лише у випадку n = 2, який можна розглянути окремо). Випишемо всi листи у
порядку Ейлерового обходу дерева (почнемо обхiд з кореня).

Нехай виписанi вершини утворили список l1, l2, . . . , lk. Вiдповiдь не може бути меншою за
⌈
k
2

⌉
,

бо iнакше iснував би лист степiнь якого рiвна 1 пiсля додавання ребер до дерева, що в свою чергу
означало б, що iнцидентне йому ребро є мостом.

Стверджується, що пiсля додавання ребер мiж парами вершин виду (li, li+b k2c) для 1 6 i 6
⌈
k
2

⌉
у графi не залишиться мостiв.

Доведення
Припустимо у графi залишився деякий мiст. У порядку Ейлерового обходу кореневого дерева

йому вiдповiдає деякий пiдвiдрiзок листiв lL, lL+1, . . . , lR, причому L > 1 або(та) R < k. У такому
випадку не iснує новоутвореного ребра, яке сполучає деякi lu та lv такi, що одне зi значень u та v
належить вiдрiзку [L;R], а iнше нi.

Покажемо, що таке ребро iснує i отримаємо протирiччя.
_
\_( ") )_/

_

1. Якщо R − L <
⌊
k
2

⌋
то хоча б одне з ребер (lL, lL+b k2c), (lR−b k2c, lR) задовiльняє описану вище

умову.

2. Якщо R − L >
⌊
k
2

⌋
то хоча б одне з ребер (l1, l1+b k2c), (lk−b k2c, lk) задовiльняє описану вище

умову.

Складнiсть: O(n) часу та O(n) пам’ятi.

Задача B. Лотерея
Визначимо неорiєнтований граф G на n + 1 вершинах p0, p1, . . . , pn, де пiдказка що характери-

зується числами lj , rj та коштує wj монет вiдповiдатиме ребру мiж вершинами plj−1 та prj вагою
wj . Помiтимо, що множина ребер такого графу вiдповiдає множинi пiдказок, причому за допомо-
гою такої множини пiдказок можна однозначно зрозумiти кiлькiсть золота у кожнiй зi скринь тодi
i тiльки тодi, коли деяка пiдмножина цiєї множини ребер є кiстяковим деревом графу G.

Доведення цього факту наступне. Спiвставимо вершинам p0, p1, . . . , pn деякi «префiкснi суми»
pref0, pref1, . . . , prefn, де prefi =

∑i
j=1 aj , aj — кiлькiсть золота у скринi з номером j. Помiтимо, що

до купiвлi пiдказок вам вiдомо лише значення pref0 = 0, всi iншi значення pref невiдомi. Пiдказка
що характеризується числами lj , rj дає змогу створити лiнiйну залежнiсть мiж значеннями preflj−1
та prefrj . Ви знатимете всi значення a тодi i тiльки тодi, коли знатимете всi значення pref . З цього
очевидно, що повинна iснувати певна лiнiйна залежнiсть мiж pref0 та prefi для будь-якого 1 6 i 6 n.
Iншими словами, у графi G повинен iснувати шлях мiж вершинами p0 та pi для будь-якого 1 6 i 6 n
⇐⇒ граф G повинен бути зв’язним.

Якщо граф G не є зв’язним то вiдповiдь рiвна −1.
Визначимо два матроїди M1 та M2 на множинi ребер графу G. M1 — матроїд, де множина ребер

незалежна тодi i тiльки тодi, коли для будь-якого i такого, що 1 6 i 6 m, виконується наступне:
кiлькiсть ребер цiєї множини що спiвставленi пiдказкам продавця з номером i не перевищує ci − ki.
M2 — матроїд, де множина ребер незалежна тодi i тiльки тодi, коли граф побудований на ребрах з
G що не належать цiй множинi є зв’язним. Якщо вважати, що ви не купите у продавцiв лише тi
пiдказки, що спiвставленi певнiй множинi ребер яка є незалежною у матроїдах M1 та M2, то купленi
пiдказки задовiльнятимуть наступним критерiям:

1. Для кожного i такого, що 1 6 i 6 m, ви купите не менше ki пiдказок у продавця з номером i.

2. Множина пiдказок якi ви купите дозволить вам дiзнатися кiлькiсть золота у кожнiй зi скринь.

Знайдемо перетин матроїдiв M1 та M2 максимальної сумарної ваги. Якщо його розмiр менше
нiж

∑m
i=1(ci − ki) то вiдповiдь рiвна −1, а iнакше вiдповiдь — сума ваг ребер що не ввiйшли до

перетину.
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Складнiсть: O((
∑

c)4 + (
∑

c)2 · n) часу та O((
∑

c)2 + (
∑

c) · n) пам’ятi.

Задача C. Множина
Спробуємо спочатку розв’язати задачу у випадку, коли є тiльки запити першого типу «+ x w».

Згадаємо, як можна пiдтримувати базис максимального розмiру при додаваннi нового числа x.

const int max_b = 30;

bool get_bit(int mask, int pos) {
return (mask >> pos) & 1;

}

struct state {
int val[max_b];

void add(int x) {
for (int i = 0; i < max_b; ++i) {

if (get_bit(x, i)) {
if (val[i]) {

x ^= val[i];
} else {

val[i] = x;
break;

}
}

}
}

};
У цьому кодi val[i] позначає елемент базису, який вiдповiдає за бiт з номером i. Тому при дода-

ваннi нового елементу x необхiдно розглянути усi його одиничнi бiти вiд молодшого до старшого,
та для кожного з них зробити наступне:

1. якщо за черговий бiт i не вiдповiдає жоден елемент поточного базису, необхiдно виставити
val[i] = x. Це означає, що розмiр базису збiльшується на один, та тепер за бiт з номером i
вiдповiдає число x;

2. якщо за черговий бiт i вже вiдповiдає значення val[i], необхiдно «занулити» вiдповiдний бiт
числа x.

Подивимось, як можна модифiкувати цей код для додавання взважених предметiв. На лекцiї
було доведено, що при додаваннi нового елементу необхiдно розглянути два випадки:

1. додавання нового елементу не утворює циклiв з усiма ранiше доданими елементами. У такому
випадку необхiдно просто додати новий елемент до вiдповiдi;

2. додавання нового елементу утворює певний цикл з ранiше доданими елементами. У такому
випадку необхiдно видалити елемент з мiнiмальною вагою на утвореному циклi.

struct state {
int val[max_b], w[max_b];

void add(int x, int cost) {
for (int i = 0; i < max_b; ++i) {

if (get_bit(x, i)) {
if (val[i]) {

Сторiнка 2 з 7



ЛКШ 2020, 1 лiга, матроїди, перетин матроїдiв
Україна, Ужгород, 3 серпня 2020

if (w[i] < cost) {
swap(val[i], x);
swap(w[i], cost);

}
x ^= val[i];

} else {
val[i] = x;
w[i] = cost;
break;

}
}

}
}

long long get_weight() const {
return accumulate(w, w + max_b, 0LL);

}
};

Вiдмiннiсть вiд попереднього коду полягає в тому, що разом val[i] зберiгається також вага w[i]
елементу, що вiдповiдає за бiт з номером i. При розгляданнi чергового одиничного бiту i числа x
необхiдно також трохи модифiкувати попереднiй код. Якщо за бiт i вiдповiдає деяке число val[i],
це означає, що елемент val[i] знаходиться на одному циклi з числом x. Тому у випадку, коли вага
w[i] менше за вагу нового предмету, необхiдно просто обмiняти цi елементи мiсцями.

Ми навчилися додавати взваженi елементи до базису, пiдтримуючи максимальну сумарну ва-
гу доданих елементiв. Тепер подивимось, як можна опрацьовувати операцiї видалення. Спробуємо
отримати множину усiх елементiв, що були наявнi в множинi в кожен момент часу. Для кожної
операцiї видалення «- x w» знайдемо вiдповiдну їй операцiю додавання та скажемо, що елемент
(x,w) був наявним у множинi у певний промiжок часу [l; r), де l — номер запиту додавання «+ x
w», а r — видалення (див. малюнок). Якщо елемент так i не був видалений, то можна вважати, що
r = n+ 1.

Побудуємо на iнтервалi часу вiд 1 до n дерево вiдрiзкiв. Для кожної операцiї додавання + x w
додамо елемент (x,w) в O(log n) вершин дерева вiдрiзкiв, що вiдповiдають розбиттю вiдповiдного
iнтервалу [l; r). Тепер для того, щоб дiзнатися вiдповiдь пiсля i-го запиту, необхiдно дiзнатися базис
з максимальною вагою серед предметiв, що знаходяться на шляху вiд кореня дерева вiдрiзкiв, до
листа з номером i. Саме тому можна просто зробити звичайний обхiд dfs дерева вiдрiзкiв, пiдтри-
муючи глобальний базис доданих елементiв. При обробцi чергової вершини v необхiдно спочатку
запам’ятати поточний стан глобального базису (скопiювати поточне значення state), додати до гло-
бального базису усi елементи, записанi в вершинi v, рекурсивно обiйти лiве та праве пiддерево, та
повернути поточний стан базису до запам’ятованого.

Складнiсть: O(n log2 n) часу та O(n log n) пам’ятi.

Задача D. Гра на матроїдi
Помiтимо що для вiдомого кольорового матроїдуM легко визначити кольори елементiв зX. Зро-

бити це можна перевiривши для кожної пари елементiв чи їх кольори рiвнi (чи множина побудована
з цих елементiв є залежною) та побудувавши компоненти зв’язностi на такому графi-вiдношеннi.
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Для кожного кольору визначимо mn та mx — мiнiмальну та максимальну вагу предмету такого
кольору вiдповiдно. Помiтимо що вiдповiдь буде рiвною

∑
c
mx(c) - (

∑
t∈T

mx(t) − mn(t)), де T —

множина кольорiв, що елемент такого кольору додасть до множини S другий гравець. З очевидних
жадiбних мiркувань: якщо вiдсортувати множину кольорiв C по незростанню значенняmx(c)−mn(c)
то T буде множиною всiх кольорiв на парних позицiях в C.

Складнiсть: O(2n + n2 +m · n · log(n)) часу та O(2n + n2) пам’ятi.

Задача E. Складнi задачi
На перший погляд цю задачу можна розв’язати за допомогою решета Ератосфена: наприклад,

можна згенерувати вiдповiдi для n = k·108, а для iнших n використати блочне решето Ератосфена та
значення порахованi заздалегiть. Саме для мотивацiї учасникiв реалiзувати таке рiшення, у задачi
використано обмеження 1 6 n 6 0.75 · 1010.

Рiшення
Вiдомо, що для будь-якого простого p > 3 виконується p = (6 ·n−1) або p = (6 ·n+1) для деякого

цiлого n. Тодi (p2− 1) = 36 · n2± 12 · n ≡ 12 · n · (n± 1) (mod 24). Оскiльки рiвно одне з значень n та
(n±1) парне, то при p > 3, (p2−1) ≡ 0 (mod 24), а тому iснує лише двi складнi задачi — з номерами
2 та 3. Вiдповiдь рiвна [n > 2] + [n > 3].

Складнiсть: O(1) часу та O(1) пам’ятi.

Задача F. Вiдгадай матроїд
Нескладно помiтити, що всi базиси M є множинами однакового розмiру. Нехай базиси M мають

розмiр k. Знайти значення k можна додаючи до початково порожньої множини предмети послiдовно
так, щоб ця множина залишалась незалежною (аналогiчно алгоритму знаходження базису).

Також помiтимо, що множина всiх базисiв M однозначно задає I. Щоб дiзнатись множину всiх
базисiв задамо питання для всiх пiдмножин A ⊂ X таких, що |A| = k: тi з них якi є незалежними i
будуть базисами M .

Складнiсть: O(n+ Ck
n) питань.

Задача G. Остовнi дерева
Побудуємо граф з n · k вершин та m · k ребер, де пiдграф на вершинах [k ·n+1; (k+1) ·n], k > 1

є копiєю пiдграфу на вершинах [1;n] (кожне ребро початкового графу продубльовано k разiв, по
одному разу для кожної копiї). Також визначимо для кожного ребра колiр таким чином, щоб два
ребра мали однаковий колiр тодi i тiльки тодi, коли вони є копiями одного i того самого початкового
ребра.

Визначимо два матроїди M1 та M2 на множинi ребер новоутвореного графу. M1 — матроїд, де
множина ребер незалежна тодi i тiльки тодi, коли граф побудований на ребрах цiєї множини не
має циклiв. M2 — матроїд, де множина ребер незалежна тодi i тiльки тодi, коли кольори ребер цiєї
множини рiзнi.

Знайдемо перетин матроїдiвM1 таM2. Якщо його розмiр менше нiж (n−1)·k то вiдповiдi не iснує,
а iнакше i-a група ребер вiдповiдi — множина ребер перетину що належать i-iй копiї початкового
графу.

Для ефективної реалiзацiї знаходження перетину матроїдiв журi використало наступну технiку:
щоб ефективно визначати чи пiсля видалення ребра з перетину та додавання нового до перетину у
графi не утвориться циклiв побудуємо компоненти зв’язностi для всiх графiв, що можуть утворитися
пiсля видалення одного з ребер графу.

Складнiсть: O(m3 · k +m2 · n · k) часу та O(m2 · k) пам’ятi.

Задача H. Гра з одним переможцем
Лема 1. Множина ребер формує набiр реберно-простих циклiв, що не перетинаються тодi i

тiльки тодi, коли степенi всiх вершин графу побудованого на цих ребрах є парними.
Лема 2. У грi «Нiм» другий гравець перемагає тодi i тiльки тодi, коли xor розмiрiв купок

дорiвнює нулю.
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Для кожного ребра визначимо бiтову маску з n+60 елементiв: перша частина маски довжиною n
мiститиме рiвно 2 одиничних бiти у позицiях ui та vi, а друга частина маски довжиною 60 мiститиме
бiтове представлення числа ai. Використовуючи описанi леми та побудованi бiтовi маски бачимо, що
множина S1 буде «виграшною» для першого гравця тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi бiтовi маски
є лiнiйно незалежними у полi Z2.

Використовуючи алгоритм Радо-Едмондса будуватимемо вiдповiдь додаючи ребра у порядку
незростання ваги так, щоб описана множина бiтових масок залишалась лiнiйно незалежною у полi
Z2.

Складнiсть: O(m · log(m) + m · (n + log(a))2/W ) часу та O(m + (n + log(a))2) пам’ятi, де W —
довжина машинного слова.

Задача I. Матроїд?
Перевiримо правильнiсть кожної аксiоми незалежно:

1. Просто подивимось, чи виконується рiвнiсть c0 = 1. Якщо це не так, одразу виведемо «No 1».
Це можна зробити за O(1).

2. Переберемо пiдмножину B та перевiримо, що друга аксiома виконується для усiх A ⊂ B та-
ких, що A вiдрiзняється вiд B рiвно одним предметом (iншими словами, вiдповiдна маска A
вiдрiзняється вiд вiдповiдної маски B рiвно в однiй позицiї). Це можна зробити за O(2nn).

Доведемо, що якщо ми не знайшли жодного протирiччя, то друга аксiома виконується для
кожної пари A ⊂ B. Припустимо, що це не так, тобто iснує пара A ⊂ B, для якої ca = 0 та
cb = 1. Розглянемо одну таку пару з мiнiмальною рiзницею |B| − |A|. Помiтимо, що маска
a вiдрiзняєьтся вiд маски b хоча б у двох позицiях, оскiльки в протилежному випадку на
попередньому кроцi ми би вивели No 2. Тодi ми можемо завжди знайти таку множину C, що
A ⊂ C ⊂ B та |A|+ 1 = |C|. Множина C буде незалежною, оскiльки в протилежному випадку
|B| − |C| < |B| − |A|. Але оскiльки A ⊂ C, та A вiдрiзняється вiд C рiвно в однiй позицiї, то
ми повиннi були вивести «No 2» на попередньому кроцi алгоритму.

3. Будемо перебирати усi пiдмножини (маски) A в порядку вiд найбiльшої за розмiром до най-
меншої. Для фiксованої маски a побудуємо за O(n) маску add, у якiй одиничнi бiти записанi
в таких позицiях i, що можна додати до множини A без втрати незалежностi. Тодi для усiх
бiльших за розмiром масок b повинна виконуватись умова add AND b 6= 0. Можна помiтити, що
ця умова еквiвалентна умовi «b не є пiдмаскою add», де mask позначає замiну кожного бiту
маски на протилежне значення.

Тому необхiдно навчитися швидко виконувати наступнi операцiї: «додати в множину маску
mask», «перевiрити, чи присутня в множинi деяка пiдмаска маски mask». Будемо пiдтриму-
вати масив f [mask], де f [mask] позначає вiдповiдь на запитання другого типу для поточної
множини масок. При додаваннi чергової маски mask, необхiдно виставити значення f [m] = 1,
де mask ⊂ m. Це можна зробити рекурсивном шляхом за допомогою звичайного dfs, якщо роз-
глядати тiльки такi m, що вiдрiзняються вiд mask тiльки в одному бiтi. Оскiльки для кожної
маски m процедура dfs буде викликане лише один раз, загальна складнiсть перевiрки третьої
аксiоми — O(2nn).

Складнiсть: O(2nn) часу та O(2n) пам’ятi.

Задача J. Перетин мартоїдiв

Побудуємо вiдповiдь конструктивно. Початково визначимо мартоїди так, як показано на рисунку.
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Помiтимо, що при записi одиницi до будь-якої не крайньої клiтинки будь-якого з цих мартоїдiв
вони залишатимуться коректними. Тому потрiбно лише записати одиницi у клiтинки цих мартоїдiв,
вiдповiднi елементи матрицi C яких є одиницями. Приклад показано на рисунку.

Складнiсть: O(n ·m) часу та O(n ·m) пам’ятi.

Задача K. Унiкальнi суми
Нехай mn та mx — мiнiмальне та максимальне значення суми на непорожньому пiдвiдрiзку

масиву a. Тодi досягається будь-яке значення з вiдрiзку [mn;mx] (вiдповiдь рiвна mx−mn+ 1).
Доведення
Побудуємо послiдовнiсть пiдвiдрiзкiв p1, p2, . . . , pk таку, що val(p1) = mn, val(pk) = mx та

|pi.l − pi+1.l| + |pi.r − pi+1.r| = 1 для всiх 1 6 i < k, де val(p) =
∑p.r

i=p.l ai. Нехай p1 — пiдвiдрi-
зок з a на якому досягається мiнiмальна сума, деяке pm (1 6 m 6 k) — пiдвiдрiзок [1;n], а pk —
пiдвiдрiзок з a на якому досягається максимальна сума. Побудувати всю послiдовнiсть p можна
наступним чином: для 1 6 i < m pi+1 є розширенням pi, а для m 6 i < k pi+1 є звуженням pi.
Помiтимо, що для послiдовностi vi = val(pi) виконується v1 = mn, vk = mx та |vi − vi+1| 6 1 для
всiх 1 6 i < k.

З останнього легко бачити факт що доводиться.
Складнiсть: O(n) часу та O(n) пам’ятi.

Задача L. Якщо вам стало нудно
Нехай n = R − L + 1. Для початку опишемо рiшення зi складнiстю O(n3), що використовує

динамiчне програмування. ДП матиме O(n2) станiв:

• L(x, r): на дисплеї вiдображається число x, а шукане число знаходиться на вiдрiзку [x+ 1; r],

• R(l, x): на дисплеї вiдображається число x, а шукане число знаходиться на вiдрiзку [l;x− 1].

Прискоримо таке рiшення. Помiтимо, що вiдповiдь нiколи не перевищує M = 50 (за 50 операцiй
завжди можна вiдгадати число x, використовуючи бiнарний пошук спочатку по першiй, другiй, ...,
п’ятiй цифрах). Визначимо новi стани ДП, їх кiлькiсть буде O(n ·M):
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• range_left(c, x) = min{l : R(l, x) 6 c},

• range_right(c, x) = max{r : L(x, r) 6 c}.

Нехай dist(a, b) — кiлькiсть цифр, яку необхiдно змiнити, щоб перетворити число a в b.
Порахуємо значення станiв range_right(c, ?) для заданого c, вважаючи що для всiх менших c

цi значення вже пораховано. Помiтимо, що range_right(c, x) > y тодi, коли iснує деяке m таке,
що range_left(c − dist(x,m) − 1,m) 6 x + 1 та range_right(c − dist(x,m) − 1,m) > y. Тут m —
оптимальне значення що вiдображатиметься на дисплеї на при наступнiй операцiї другого типу.

При переходi вiдm до x використаємо наступний трюк: змiнимо деякi цифриm на «?» i вважати-
мемо, що «?» еквiвалентен виконанню однiєї операцiї першого типу; змiнимо деякi цифри x також на
«?». Тепер перехiд можна виконувати тодi, коли m = x. Наприклад m→ x: 31337→ 3??3?→ 35932.
Значення з «?» називатимемо «макетом».

Пiдрахуємо значення range_right(c, x) у порядку збiльшення значення x. Будемо пiдтримувати
масив D розмiру 115, який спiвставляє кожному можливому макету певне цiле значення (початково
рiвне −∞).

Щоб порахувати значення для деякого x необхiдно наступне:

• Для кожного можливого значення d ∈ [1; 5] i кожного можливого m ∈ [1; 105) такого, що
range_left(c − d − 1,m) = x + 1 розглянемо всi Cd

5 способiв змiнити d цифр m щоб утворити
макет. Для кожного макету w виконаємо D(w) := max(D(w), range_right(c− d− 1,m)).

• Неважко побачити, що тепер range_right(c, x) дорiвнює максимальному значенню D(w), де
макет w пiдходить пiд x.

Простий спосiб реалiзувати це такий: посортуємо пари (d,m) по значенню range_left(c−d−1,m)
i виконаємо описанi вище дiї для кожного x. Така реалiзацiя дозволяє пiдрахувати значення ДП
для кожного c за O(5 · 105 · log(5 · 105) + 105 · 25 +115). Значення range_left(c, ?) можна порахувати
аналогiчно. Як вже було згадано вище, достатньо порахувати значення ДП лише для c 6 M = 50.
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