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Розбiр задачi «Заборонена сума»
Спочатку вирiшимо цю задачу для запитiв де l = 1 та r = n. Вiдсортуємо елементи у порядку не

спадання. Перший елемент повинен бути рiвним 1, бо iнакше ми не зможемо отримати 1 у виглядi
суми будь-якого набору. Другий елемент не може бути бiльшим за 2, бо з першого ми можемо отри-
мати лише 1. Тепер, використовуючи першi два елементи, ми можемо отримати будь-яке значення
вiд 0 до A1 + A2. Звiдси, третє значення у масивi не може перевищувати A1 + A2 + 1, бо тодi ми
не зможемо отримати значення A1 + A2 + 1, i воно буде вважатись забороненим. Отже, знайдемо
перший момент i, де Ai бiльше за

∑i−1
1 Ai + 1. Це означає, що ми можемо отримати усi значення

вiд 1 до
∑i−1

1 Ai, а число
∑i−1

1 Ai + 1 отримати не можемо, отже це значення i буде забороненою
сумою.

Таке рiшення буде потребувати O(n) часу на запит. Можемо це пришвидшити. Давайте будемо
зберiгати значення S, що означає, що ми можемо отримати усi числа вiд 0 до S. Спочатку S = 0.
Отже, тепер ми хочемо додати усi числа значення яких рiвне 1, бо усiх до 1 ми можемо отримати.
Порахуємо значення P — сума усiх одиничок в масивi, i додамо це значення до S. Отже, тепер ми
можемо отримати усi числа вiд 0 до P , i ми можемо додати до S усi числа зi значенням, що бiльше
за 1 та не бiльше за P+1. Позначимо їх суму знову змiнною P . Додамо це число до S. I продовжуємо
процес за наступним алгоритмом:

1. Будемо зберiгати значення S′ (значення S на попередньому етапi), та значення S для поточного
етапу.

2. Отже, до S треба додати суму усiх елементiв значення яких бiльше за S′ та не бiльше за S.

3. Якщо їх сума рiвна 0, тобто жодного такого елементу не iснує, отже значення S + 1 буде
забороненою сумою. А iнакше, кажемо що S′ = S, а до S додаємо цю суму.

Очевидно, що якщо ми знайшли хоча б один елемент на деякому етапi, тодi наше нове значення
S буде хоча б у два рази бiльше нiж на попередньому. Отже, таких iтерацiй буде не бiльше нiж
log(max(ai)).

Для того щоб вирiшити дану задачу для будь-яких запитiв, треба зберiгати персистентне дерево
вiдрiзкiв, щоб знаходити суму усiх чисел, що лежать на промiжку вiд l до r та мають значення вiд
x до y.

Розбiр задачi «Запити на xor»
Зробимо персистентне дерево вiдрiзкiв, що для кожного префiксу масиву буде зберiгати кiлькiсть

входжень кожного числа. Для цього iнiцiалiзуємо наше дерево розмiром C = 219 (500000 6 219). Воно
буде повним бiнарним деревом глибини 19.

• Тип 0— скопiювати останню версiю дерева та додати до неї наше число.

• Тип 2—перейти до версiї, що вiдповiдає поточному масиву без останнiх k елементiв.

• Тип 3— у деревi вiдрiзкiв будемо зберiгати кiлькiсть разiв скiльки зустрiчається кожне чис-
ло на вiдповiдному префiксi. Тодi вiдповiдь можна отримати як рiзницю цiєї кiлькостi для
префiксiв r та l − 1.

• Тип 4—можемо застосувати стандартний пошук k-го найменшого елементу у деревi вiдрiзкiв,
де кiлькiсть елементiв на вiдрiзку буде визначатись як рiзниця цiєї кiлькостi для префiксу r
та l − 1. Тобто ми будемо одночасно спускатись по двох деревах, та дiзнаватись так кiлькiсть
потрiбних чисел на вiдрiзку l . . . r.

• Тип 5—розглянемо спочатку як вирiшувати задачу коли запит вiдповiдає усьому масиву. Оче-
видно, що нам вигiдно, щоб нашi числа вiдрiзнялись у як можна старших бiтах. Будемо шукати
наше число спуском по дереву. Спочатку ми стоїмо у коренi. Лiвий син вiдповiдає усiм чис-
лам що не мають бiт iз номером 19, а правий син навпаки (бо наше дерево повне бiнарне).
Подивимось, чи є таке число, що iз даним нам буде давати ксор, що мiстить бiт iз номером
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19. Для цього просто треба перевiрити що певний син мiстить хоча б один елемент. Якщо таке
число є, перейдемо до вiдповiдного сину, iнакше перейдемо до протилежного. Таким жадним
рiшенням ми можемо знайти вiдповiдь. Щоб дiзнатись вiдповiдь для вiдрiзка застосуємо той
самий прийом, що ми застосовували у попереднiх запитах — будемо вiднiмати вiд одного дерева
значення iншого.

Розбiр задачi «Соня та функцiя»
Будемо застосовувати бiнарний пошук по вiдповiдi. Нам треба вмiти рахувати кiлькiсть вiдрiзкiв

значення функцiї f для яких, не бiльше за W .
Замiнимо наш масив на масив префiксних ксорiв. Тобто значення Bi буде рiвне A1 xor A2 xor

. . . xor Ai.
Спочатку побудуємо персистентне дерево вiдрiзкiв, що буде зберiгати кiлькiсть входжень кож-

ного числа Bi на кожному префiксi, за прикладом, як ми його будували для попередньої задачi.
Тепер, застосовуючи дане дерево, ми можемо за log(max(ai)) знаходити кiлькiсть чисел на вiдрiз-
ку l . . . r, ксор яких iз числом X не буде перевищувати число W . Для цього будемо спускатись по
нашому дереву, та припустимо що поточна вершина вiдповiдає найбiльшому спiльному префiксу
двiйкового представлення числа W та ксору числа X iз певним iншим числом (кiлькiсть якого ми
хочемо пiдрахувати). Тодi, розглянемо можливi варiанти, щоб обрати наступний бiт, та якщо новий
префiкс вже буде менше за вiдповiдний префiкс числа W , додамо до вiдповiдi розмiр пiддерева, що
вiдповiдає за цей префiкс. Далi перейдемо до сина що вiдповiдає наступному префiксу.

Як знайти кiлькiсть вiдрiзкiв, значення f на яких не бiльше за W :

1. Розглянемо функцiю solve(l, r), що буде знаходити кiлькiсть вiдрiзкiв (ll, rr), таких, що
l 6 ll 6 rr 6 r та f(ll, rr) 6 w.

2. Знайдемо позицiю pos найменшого числа на вiдрiзку l . . . r.

3. Будемо шукати усi потрiбнi вiдрiзки, що ще й проходять через цю позицiю. Тодi ми зможемо
зафiксувати значення MIN(ll, rr) = Apos для нашої функцiї f .

4. Припустимо, що pos − l 6 r − pos. Тодi переберемо значення ll (l 6 ll 6 pos). Знаючи Bll−1,
нам потрiбно знайти кiлькiсть таких rr, що pos 6 rr 6 r та Bll−1 xor Brr 6 W/MIN(ll, rr).
Права частина у нас зафiксована та є константою, а кiлькiсть таких чисел Brr ми вже вмiємо
шукати. Випадок коли r − pos 6 pos − l аналогiчний, лише треба перебирати позицiї справа
вiд pos.

5. Викличемо solve(l, pos − 1) та solve(pos + 1, r), щоб знайти вiдрiзки, що ми не врахували,
оскiльки вони не проходять через позицiю pos.

Асимптотика рiшення O(n · log3(n)).

Розбiр задачi «Максимальний рядок»
Побудуємо над рядком S0 дерево вiдрiзкiв, кожна вершина якого буде зберiгати наступну iнфор-

мацiю про вiдповiдний їй вiдрiзок:

• Хеш рядку на даному вiдрiзку.

• Хеш для iнвертованого рядка на даному вiдрiзку.

• Обiцянка — чи треба iнвертувати iнформацiю для синiв даної вершини.

Усю iнформацiю для вершини можна легко отримувати через iнформацiю про її синiв та через
обiцянки з вершини-батька.

Зробимо це дерево вiдрiзкiв персистентним. Тепер ми можемо легко оброблювати усi змiни, та
зберiгати одночасно усi рядки.

Щоб порiвняти два рядки лексикографiчно, можна знайти першу позицiю де вони вiдрiзняються,
та порiвняти лише пару символiв. Для цього будемо робити спуск по дереву:
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• Якщо вершина лист — порiвнюємо за значенням обiцянки. Якщо треба iнвертувати значення
синiв, це значить що на поточнiй позицiї стоїть одиничка, iнакше нулик.

• Якщо лiвi частини рядкiв вiдрiзняються (це можна дiзнатись за допомогою хешiв якi ми зберi-
гаємо), переходимо до лiвого сина.

• Iнакше переходимо до правого сина.

• Продовжуємо спуск поки не дiйдемо до листа.

Розбiр задачi «Stack»
Розв’язок задачi розглянуто у матерiалах лекцiї.

Розбiр задачi «Оголошення на паркан»
Перше що потрiбне для розв’язку задачi, будемо використовувати бiн пошук по вiдповiдi. При-

пустимо що ми можемо отримати висоту оголошення рiвну h. Поставимо одиничку на позицiях, де
висота дошки паркану не менше за h, та нулик там де висота менше. Отже, якщо висота h може бути
вiдповiддю, тодi iснує неперервний вiдрiзок, що повнiстю лежить на вiдрiзку l . . . r, має довжину
рiвну w, та складається цiлком з одиничок.

Поставимо на кожну позицiю нулик, та будемо додавати числа по-одному у порядку незростання
значення (ставити на їх позицiї одинички). Цей масив зробимо персистентним, тобто кожнiй змiнi
буде вiдповiдати нова версiя масиву. Для цього побудуємо на масивi дерево вiдрiзкiв.

Тепер, щоб звернутись до певного моменту, коли були доданi усi числа бiльше рiвнi за h, нам
достатньо лише звернутись до певної версiї дерева вiдрiзкiв. Для того щоб перевiрити чи iснує
потрiбний нам вiдрiзок, у кожнiй вершинi дерева достатньо зберiгати наступнi значення:

• Максимальна довжина вiдрiзку з одиничок, що лежить цiлком на вiдрiзку за який вiдповiдає
дана вершина.

• Максимальний префiкс даного вiдрiзку, що складається цiлком з одиничок.

• Максимальний суфiкс даного вiдрiзку, що складається цiлком з одиничок.

Асимптотика розв’язку O(n · log2(n)), оскiльки бiн пошук можна використовувати лише на чис-
лах, що зустрiчаються у масивi.

Розбiр задачi «Соня та книжки»
Зробимо новий масив B довжини n, усi елементи якого спочатку будуть рiвнi 0. Будемо йти

справа налiво. Припустимо, що ми зараз стоїмо на позицiї i, де знаходиться число x = ai. Поставимо
на позицiю i у масивi B одиничку, та якщо ми вже зустрiчали число x, поставимо 0 на попереднiй
позицiї, де ми його зустрiчали. Це означає, що одиничка стоїть на позицiях, де вперше зустрiчається
якесь число, починаючи вiд позицiї i. А значення суми на певному вiдрiзку i . . . r (i 6 r 6 n)
буде вiдповiдати кiлькостi рiзних чисел на цьому вiдрiзку. Зробимо масив B персистентним, та
запам’ятаємо його версiю для кожної позицiї i.

Тепер, щоб вирiшити нашу задачу при фiксованому значеннi k, знайдемо перший префiкс нашого
масиву, де зустрiчається рiвно k + 1 рiзних чисел, нехай це позицiя p. Тодi префiкс p − 1 буде
вiдповiдати найбiльшому префiксу який ми можемо взяти. Тож кожен раз будемо брати найбiльший
префiкс, що мiстить не бiльше нiж k рiзних чисел. Таке жадiбне рiшення є правильним.

Як знайти найбiльший префiкс, що мiстить не бiльше k рiзних чисел? Вiзьмемо версiю дерева
вiдрiзкiв, що вiдповiдає за початок нашого масиву, та спуском по дереву знайдемо позицiю k + 1-ї
одинички. Тодi попередня до неї позицiя i буде шуканою.

Для фiксованого k таке рiшення буде працювати O((n/k) · log(n)).
Тобто сумарно для усiх k дане рiшення буде працювати

O((n/1) · log(n) + (n/2) · log(n) + . . .+ (n/n) · log(n)), а як вiдомо, n/1 + n/2 + n/3 + . . .+ n/n = O(n
log n), тож асимптотика рiшення O(n log2(n)).
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Розбiр задачi «Дужки»
Спочатку, пригадаємо алгоритм для пошуку кiлькостi рiзних пiдрядкiв рядку S. Для цього по-

будуємо суфiксний масив P , та для кожної пари сусiднiх суфiксiв знайдемо найбiльший спiльний
префiкс (масив LCP). Тодi, будемо додавати усi рiзнi пiдрядки, якi є префiксами вiдповiдного суфiк-
су, у порядку їх розташування у суфiксному масивi. Додамо до вiдповiдi довжину першого суфiксу.
Припустимо, що ми зараз розглядаємо суфiкс на позицiї i (i > 1), та w це довжина найбiльшу
спiльного префiксу для суфiксiв на позицiї i та i − 1. Тодi, першi w префiксiв поточного суфiкса
вже доданi до вiдповiдi, бо ми їх розглядали до цього моменту. А усi iншi префiкси ми зустрiчаємо
вперше, бо iнакше w було б бiльшим, бо усi суфiкси розташованi у лексикографiчному порядку.
Звiдси, до вiдповiдi треба додати значення N − P [i] + 1− w.

Перейдемо тепер до розв’язку оригiнальної задачi. Вiн буде основаним на рiшеннi яке ми розг-
лянули до цього, але тепер, нам треба додавати лише тi префiкси, що є правильними дужковими
послiдовностями. Зробимо новий масив, у якому на позицiях де зустрiчається вiдкрита дужка ми
поставимо 1, а на позицiях де є закрита дужка, поставимо −1. Побудуємо для цього масиву масив
часткових сум. Як перевiрити що вiдрiзок l . . . r утворює правильну дужкову послiдовнiсть:

1. Рiзниця часткових сум у позицiї r та l−1 рiвна нулю. Тобто усi символи зустрiчаються однакову
кiлькiсть разiв.

2. Кожне значення часткової суми на вiдрiзку вiд l до r не менше за значення часткової суми
у позицiї l − 1, бо iнакше на вiдповiдному префiксi даного вiдрiзку кiлькiсть закритих дужок
бiльша за кiлькiсть вiдкритих.

Тепер, коли ми хочемо дiзнатись кiлькiсть правильних дужкових послiдовностей, що почина-
ються на позицiї l, та закiнчуються десь на позицiї мiж r та n, нам в першу чергу треба прибрати
всi вiдрiзки, де кiлькiсть закритих дужок бiльша за кiлькiсть вiдкритих. Для цього можна просто
знайти першу позицiю на вiдрiзку r . . . n, де значення часткової суми менше за це значення на по-
зицiї l− 1. Це можна зробити звичайним деревом вiдрiзкiв. Тепер нам потрiбно дiзнатись кiлькiсть
вiдрiзкiв, де кiлькiсть вiдкритих дужок рiвна кiлькостi закритих, тобто значення часткової суми
рiвне цьому значенню у позицiї l − 1. Тобто треба сказати скiльки разiв якесь число зустрiчається
на певному вiдрiзку. Це можна робити не використовуючи дерево вiдрiзкiв.

Розбiр задачi «Соня та камiнцi»
Припустимо, що ми вирiшували задачу offline (спочатку зчитали усi запити та потiм починаємо

знаходити вiдповiдi). Пройдемось по масиву злiва на право. Зараз ми стоїмо на позицiї i. Будемо
розглядати лише першi i чисел з масиву. Нам знадобиться додатковий масив bi. Для кожної країни,
в останнi k позицiй де зустрiчались камiнцi з цiєї країни (серед перших i камiнцiв), поставимо
одинички, а в усi iншi поставимо нулик. Тодi, вiдповiдь для будь-якого вiдрiзку l . . . i (1 6 l 6 i)
буде рiвна кiлькостi одиничок на цьому вiдрiзку, бо тодi ми зарахуємо кожне число не бiльше нiж
k разiв, та нам завжди вигiдно зараховувати останнi позицiї де воно зустрiчається. При переходi
на наступну позицiю, ми туди обов’язково поставимо одиничку, а також, можливо, замiнимо якусь
одну одиничку на нулик.

Щоб знаходити вiдповiдь online, тобто одразу пiсля зчитування запиту, зробимо наш масив
персистентним та запам’ятаємо його версiю для кожної позицiї i. Тодi нам буде достатньо взяти
суму на вiдрiзку l . . . r для версiї, що вiдповiдає моменту i = r.
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