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Розбiр задачi «Прикольна»
Нескладно помiтити,що кiлькiсть чисел, найбiльший спiльний дiльник степенiв факторизацiї

яких дiлиться на g, дорiвнює g
√
n. Тодi якщо скористатися формулою включень-виключень, то от-

римаємо такий результат:
n∑

g=1

µ(g) · g
√
n

Оскiльки степенi простих у факторизацiї не перевищують 60, то можна було не в явному виглядi
рахувати функцiю Мебiуса, а рахувати її для простих чисел i добуткiв двох i трьох рiзних простих
чисел(подiбний добуток iз 4 чисел перевищує 60).

Розбiр задачi «Цiкава»
Можна помiтити, що якщо g = gcd(a, b), то r = gcd(a, b − g) буде дiлитися на g. Це випливає iз

властивостей алгоритму Евклiда, який використовується для обрахування найбiльшого спiльного
дiльника. З цього випливає, що r = k ∗ g, i якщо k 6= 1, то це означає, що r бiльше за g принаймнi
вдвiчi. Отже, випадкiв, коли збiльшується g, буде не бiльше нiж log(min(a, b)), i нашою задачею є
грамотно вiдслiдковувати, коли саме цi значення будуть збiльшуватися.

Позначимо x = a
g , y = b

g . Тодi gcd(x, y) = 1, i момент, коли це значення перестане бути рiвним
1 i буде моментом, коли найбiльший спiльний дiльник збiльшується. Оскiльки на кожнiй iтерацiї
значення b зменшується на g, то значення y зменшується на 1. Тобто, нам потрiбно знайти найменше
таке k, що gcd(x, y − k) > 1.

Нехай в пари (x, y−k) є спiльний дiльник d, тодi y mod d = k. Отже, потрiбно знайти таке d > 1,
що d є дiльникоом y i y mod k є найменшим. Це можна зробити наївним перебором дiльникiв за
O(
√
n). Отже, сумарна складнiсть алгоритму буде O(

√
n · log(n))

Розбiр задачi «Маленька»
Запишемо вiдповiдь у виглядi суми:

∑n
i=1

∑n
j=1[gcd(i, j) = 1]. Тепер перегрупуємо доданки в цiй

сумi.
Перш за все, можна помiтити, що пари (i, j) i (j, i) дають однаковий результат, то можна обра-

ховувати тiльки тi пари, для яких i 6 j, помноживши результат на 2. Але оскiльки тепер випадки,
де i = j, враховуються двiчi, то їх потрiбно вiд цiєї суми вiдняти. Пiсля перетворення отримаємо
такий вираз:

2 ·
∑n

i=1

∑i
j=1[gcd(i, j) = 1]−

∑n
i=1[gcd(i, i) = 1].

Тепер помiтимо наступне: друга сума дорiвнює 1, тому що gcd(i, i) = i, i дорiвнює 1 воно рiвно
в 1 випадку. Отже, наша сума має вигляд:

2 ·
∑n

i=1

∑i
j=1[gcd(i, j) = 1]− 1

Тепер помiтимо, що в нашiй сумi значення вкладеної суми вiдповiдає означення функцiї Ейлера,
тобто: 2(

∑n
i=1

∑i
j=1[gcd(i, j) = 1])− 1 = 2(

∑n
i=1 ϕ(i))− 1

Обрахунок функцiї Ейлера можна робити, використовуючи факторизацiю чисел, знайдену ре-
шетом Ератосфена. Отже, пiдсумкова складнiсть буде O(n · log(log(n)))

Розбiр задачi «Неочiкувана»
Легко помiтити, що для будь якого натурального n справедливо те, що gcd(n, n + 1) = 1. Цей

факт досить iнтуїтивний i нескладно доводиться, тож використаємо йогоо i зрупуємо числа у пари
(l, l + 1), (l + 2, l + 3), . . . (r − 1, r). Цього цiлком достатньо, щоб розв’язати дану задачу. Цiлком
можливо, що iснують iншi способи, якi застосовнi до даної задачi, але цей спосiб є найпростiшим i
найочевиднiшим.

Розбiр задачi «Красива»
Нехай cnt(g) — кiлькiсть наборiв, таких що їхнiй НСД дорiвнює g. Обраховуватимемо її за на-

ступним принципом: порахуємо кiлькiсть наборiв, для яких НСД дiлиться на g, пiсля чого вiднiмемо
cnt(2 · g), cnt(3 · g), cnt(4 · g), . . ., словом значення cnt(i) для всiх i > g, таких що i кратне g. Те, що
залишиться, i буде кiлькiстю таких наборiв, для яких НСД дорiвнює g.
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Тодi якщо НСД дiлиться на d, то всi числа з набору також дiляться на d.Тож якщо кiлькостi
дiльникiв числа d в послiдовностях дорiвнююьть cd,1, cd,2, . . . , cd,n, то тодi кiлькiсть варiантiв обрати
не менш нiж 2 числа дорiвнює (cd,1 + 1)(cd,2 + 1) . . . (cd,n + 1)− cd,1 − cd,2 − . . .− cd,n − 1 (для кожної
послiдовностi ai є cd,i варiантiв обрати число i варiант не використовувати її взагалi, їхнiй добу-
ток буде загальною кiлькiстю способiв, вiд якої треба вiдняти кiлькiсть варiантiв обрати множину
розмiру 1 i варiант, коли множина пуста).

Об’єднаємо цi iдеї, i отримаємо таку формулу:

cnt(g) =
n∏

i=1

(cg,i + 1)− 1−
n∑

i=1

cg,i −
bm/gc∑
k=2

cnt(k · g)

. Значення cg,i можна обраховувати за допомогою гармонiчного обходу по масиву кiлькостей еле-
ментiв(банально рахуємо суму counteri,g + counteri,2·g + . . ., де counteri - це масив кiлькостей для
послiдовностi з номером i).

Складнiсть: O(nalog(a)).

Розбiр задачi «Мила»
Нескладно помiтити, що кожне натуральне n > 1 можна розкласти на суму двiйок i трiйок. Один

iз способiв може бути таким: парнi числа розкладаємо на суму двiйок, а непарнi — на суму двiйок i
однiєї трiйки. Оскiльки кiлькiсть двiйок в кожному розкладi максимально можлива, то такий спосiб
буде оптимальним.

Розбiр задачi «Радикальна»
Перепишемо цю суму iншим чином: для кожного числа вивести кiлькiсть чисел, якi на нього

дiляться. Тодi це буде
∑n

i=1b
n
i c. Можна помiтити, що для i 6

√
n ми можемо порахувати цi значення

перебором, а якщо ця умова не виконується, то очевидно, що bni c 6
√
n. Для цих чисел ми можемо

перебрати значення x = bni c i порахувати, скiльки iснує вiдповiдних значень i. Для x = 1 ми точно
знаємо, що нам пiдiйде значення n i, можливо, якiсь значення, меншi за n. Найлегше знайти це
значення бiнпошуком. Для x = 2 ми знайдемо значення бiнпошуком, вiдштовхуючись вiд останнього
числа, для якого x = 1, так само, вiдштовхуючись вiд попереднього, зробимо для x = 3 i тд.

Складнiсть: O(
√
n · log(n)).

Розбiр задачi «Приємна»
Напишемо решето Ератосфена, в якому для кожного числа i дiзнаємося його мiнiмальний дiль-

ник di. Тепер ми можемо знаходити факторизацiю числа,просто кожного разу подiливши його на
мiнiмальний дiльник. Таким чином ми можемо отримати факторизацiю числа за час O(length), де
length — довжина факторизацiї. Знаючи її, легко можна обрахувати суму, яку потрiбно вивести в
задачi.

Складнiсть: O(n · log(n)).
Bonus: як розв’язати задачу за складнiсть O(n · log(log(n))) ?

Розбiр задачi «Незвичайна»
Подамо факторизацiю у виглядi n = pa11 ·p

a2
2 ·. . .·p

ak
k . Тепер розглянемо якесь paii . Ми знаємо, що у

дiльник це просте число або не входить, або входить у одному з виглядiв: pi, p2i , . . . , p
ai
i . Для кожного

з них iснує k = (a1+1) · . . . · (ai−1+1) · (ai+1+1) · . . . · (ak+1) дiльникiв, у який вiн входить. Тодi нам
потрiбно кожне з чисел врахувати у вiдповiдi саме k разiв. Тобто, для paii вiдповiдь домножиться на
pki · (p2i )k · . . . · (p

ai
i )k = p

k·ai·(ai+1)/2
i . Перемножишви всi цi величини за модулем, отримаємо вiдповiдь

на нашу задачу.

Розбiр задачi «Чарiвна»
Попередньо порахуємо значення S(i) за допомогою факторизацiї решетом Ератосфена i заве-

демо масив пiдрахунку cnti = кiлькiсть значеннь масиву a, що дорiвнюють i. Тепер використаємо
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гармонiчний обхiд по парах i, j, де j mod i = 0, i якщо S(j) mod S(i) = 0, додамо до вiдповiдi
значення cnti · cntj (Для випадку i = j потрiбно додати cnti · (cnti − 1)).

Складнiсть: O(n · log(n)).

Розбiр задачi «Загадкова»
Доведемо, що функцiя f(n) є функцiєю Ейлера. З умови знаємо, що це кiлькiсть таких x, що

gcd(x, n − x) = 1, а з алгоритма Евклiда випливає, що gcd(x, n − x) = gcd(x, n). Тобто, з цього
випливає, що це означення є еквiвалентним означенню функцiї Ейлера.

Тодi з властивостей функцiї Ейлера g(n) =
∑

d|n ϕ(d) = n. Отже, функцiя F (n, k) зводиться до
того, що ми змiнюємо n на ϕ(n), якщо k mod 2 = 1. Ввнаслiдок таких манiпуляцiй iз n його значен-
ня швидко збiгається до 1(швидкiсть збiжностi можна оцiнити як O(log(n))), пiсля чого аргументи
функцiї залишатимуться без змiн. Цей факт можна використати, щоб обрахувати значення резуль-
туючої функцiї дуже швидко. Значення функцiї Ейлера можна обраховувати наївним алгоритмом
за O(

√
n).

Складнiсть: O(
√
n · log(n)).
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