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Розбiр задачi «Задача A. Школа танцiв»
Можна помiтити, що кожнiй групi хлопчикiв та дiвчаток однакового розмiру вiдповiдає пiдмно-

жина учнiв розмiру m. Дiйсно, нехай у групi буде x хлопчикiв та дiвчаток. Тодi кiлькiсть дiвчаток,
що не увiйшли до групи буде m − x. Це означає, що загальна кiлькiсть обраних хлопчикiв та не
обраних дiвчаток буде x+m−x = m. Таким чином ми встановили взаємно однозначну вiдповiднiсть
мiж групами хлопчикiв та дiвчаток однакового розмiру (можливо пустими) та пiдмножинами учнiв
розмiру m. Так як усього пiдмножин учнiв розмiру m — Cm

n+m, а пусту групу учнiв нам рахувати
не потрiбно, то вiдповiдь на задачу буде Cm

n+m − 1.

Розбiр задачi «Задача B. Розбиття кола»
Для зручностi пояснення замiсть l (довжини кола) будемо використовувати букву s. Сформу-

люємо задачу у термiнах, що було застосованi на лекцiї. Множина об’єктiв M — множина усiх
послiдовностей натуральних чисел довжини n, сума елементiв яких дорiвнює s. Множина пере-
становок G — це усi циклiчнi зсуви перестановок [0, 1, 2, . . . , n − 1] та [n − 1, n − 2, . . . , 2, 1, 0]. Для
зручностi вiднiмемо вiд s значення n та скажемо, що тепер елементи послiдовностей можуть бути
рiвними нулю. Розв’яжемо задачу окремо для першої та другої половини перестановок:

1. Можна побачити, що кiлькiсть циклiв у i-й перестановцi (0 6 i < n) дорiвнює c = gcd(n, i),
причому довжини усiх циклiв однаковi та дорiвнюють len = n

c . Нехай у i-му циклi буде записа-

но число ai (0 6 i < c). Тодi сума усiх елементiв послiдовностi буде
c−1∑
i=0

len·ai = len
c−1∑
i=0

ai. Звiдси

отримуємо умову, що
c−1∑
i=0

ai =
s
len . Так як бiльше нiяких обмежень на a немає, можемо знайти

кiлькiсть вiдповiдних a як кiлькiсть способiв розбити число s на len доданкiв — Cc−1
s/len+c−1. За-

уважимо, що у випадку коли s
len — нецiле число, шукана кiлькiсть дорiвнює нулю. Отримуємо

фiнальну формулу:
∑

c,c|n,n
c
|s
φ(nc )C

c−1
sc/n+c−1.

2. Розглянемо ще два випадки в залежностi вiд парностi n:

• n — парне. Можна довести, що у n
2 перестановках є рiвно n

2 циклiв довжини 1, та у n
2

перестановках є рiвно c = n
2 − 1 циклiв довжини 2, та 2 цикли довжини 1. Пiдраху-

вати внесок перших n
2 перестановок можна аналогiчним чином, як i у першому пунктi.

З’ясуємо, як пiдрахувати внесок останнiх n
2 перестановок. Переберемо остачi bc, bc+1 вiд

дiлення на 2 значень, записаних у циклах довжини 1. Тодi повинна виконуватись рiвнiсть
c−1∑
i=0

2ai+(2ac+bc)+(2ac+1+bc+1) = s. Звiдси отримуємо умову, що
c+1∑
i=0

2ai = s−bc−bc+1, або

c+1∑
i=0

ai =
s−bc−bc+1

2 . Тому кожна з n перестановок додасть до вiдповiдi кiлькiсть способiв

розбити число s−bc−bc+1

2 на (c+ 2) доданки.

• n — непарне. Можна довести, що у кожнiй перестановцi є рiвно c = n−1
2 циклiв довжини

2, та 1 цикл довжини 1. Аналогiчно попередньому випадку, можемо перебрати остачу вiд
дiлення на 2 значення, записанного у циклi довжини 1, пiсля чого додати до вiдповiдi
кiлькiсть способiв розбити число s−bc

2 на (c+ 1) доданок.

Загальна складнiсть такого рiшення буде O(N + t ·
√
n).

Розбiр задачi «Задача C. Сума ступенiв»
Методом математичної iндукцiї можна довести, що вiдповiдь на задачу буде многочленом (k+1)-

го степеня вiд n. Тому можна пiдрахувати значення функцiї f(n) =
n∑

i=1
ik для усiх n вiд 0 до

k + 1, пiсля чого знайти вiдповiдь за O(n) за допомогою iнтерполяцiйного многочлена Лагранжа.
Для того щоб швидко пiдрахувати значення функцiї f(n), можна було скористатися рекурентною
формулою f(n) = f(n − 1) + nk при n > 0, та f(0) = 0. Якщо рахувати значення nk за допомогою
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бiнарного пiдведення до степеня, складнiсть розв’язку буде O(k log k). Для того щоб пришвидшити
цей алгоритм, треба було помiтити, що функцiя nk — мультиплiкативна, а значить її значення у
точках вiд 1 до k + 1 можна рахувати за O(k) (див. лекцiю).

Розбiр задачi «Задача D. Фарбування паркану»
Скажемо, що замiсть того щоб фарбувати дощечку у зелений колiр, ми можемо одночасно пофар-

бувати її у жовтий та блакитний кольори. Пiсля чього розв’язок до задачi стає доволi очевидним.
Переберемо кiлькiсть дощечок i (0 6 i 6 n), що будуть пофарбованi у жовтий колiр. Тодi рiвно
j = k−i·x

y дощечок повиннi бути пофарбованi у блакитний колiр. Тому у випадку, коли 0 6 j 6 n

та j є цiлим числом, збiльшимо вiдповiдь на Ci
n · C

j
n. Значення бiномiальних коефiцiєнтiв можна

рахувати за O(1), а тому загальна складнiсть розв’язку буде O(n).

Розбiр задачi «Задача E. Продовжiть послiдовнiсть»
На лекцiї було доведено, що iснує рiвно один многочлен степеня не бiльше (n − 1) такий, що

приймає заданi значення в n точках. Так як у цiй задачi шуканий многочлен має степiнь не бiльше
за (n− 1), то треба просто проiнтерполювати його значення у наступних m точках. Подивимось, як
можна це швидко зробити.

Для цього трохи перепишемо формулу, отриману на лекцiї, у випадку коли x > n:

p(x) =
n∑

i=1
yi

n∏
j=1,j 6=i

(x−j)

(−1)(n−i)(i−1)!(n−i)! =
n∑

i=1
(−1)(n−i)yi (x−1)!

(x−i)(x−n−1)!(i−1)!(n−i)! =
(x−1)!

(x−n−1)!

n∑
i=1

(−1)(n−i)yi
(i−1)!(n−i)!

1
x−i . Вве-

демо двi послiдовностi A та B, де Ai =
(−1)(n−i)yi
(i−1)!(n−i)! (1 6 i 6 k, A0 = 0), а Bi =

1
i (1 6 i 6 n + m,

B0 = 0). Тодi p(x) =
n∑

i=1
AiBx−i. Тому якщо знайти добуток A та B як многочленiв (C = A×B), то

p(x) = (x−1)!
(x−n−1)!Cx. Добуток двох многочленiв можна знайти за допомогою швидкого перетворювання

Фур’є, а тому загальна складнiсть цього розв’язку — O((n+m) log(n+m)).

Розбiр задачi «Задача F. Непарнi пiдпрямокутники»
Для зручностi трохи змiнимо умову: xor |A| · |B| елементiв таблицi, що знаходяться на перетинi

рядкiв з A та стовбцiв з B, дорiвнює 1. Очевидно, що це нiяк не змiнює задачу.
Опишемо спочатку експоненцiйний розв’язок, а потiм спробуємо його пришвидшити. Переберемо

пiдмножину рядкiв rows та додамо до вiдповiдi f(rows) — кiлькiсть способiв вибрати пiдмножину
стовпцiв таку, що xor вiдповiдних елементiв буде дорiвнювати 1. Подивимось чому може дорiвню-
вати f(rows).

Для цього пiдрахуємо у кожному стовпчику xor елементiв, якi знаходяться у вибранiй пiдмно-
жинi рядкiв rows. Отримаємо масив x з m елементiв, у якому потрiбно вибрати пiдмножину еле-
ментiв, xor яких буде дорiвнювати 1. Очевидно, що коли усi елементи x дорiвнюють нулю, f(rows)
також буде дорiвювати нулю. Iнакше, f(rows) буде дорiвнювати 2m−1. Дiйсно, зафiксуємо будь-яку
одиницю у масивi x. Тодi серед залишившихся елементiв ми зможемо вибрати рiвно 2m−1 пiдмножин,
до кожної з яких можна буде єдиним шляхом додати, чи не додати зафiксовану одиницю.

Тепер нам треба пiдрахувати кiлькiсть c таких пiдмножин rows, що їх xor як рядкiв не буде
рiвний нулю. Тодi вiдповiдь на задачу буде c · 2m−1. Для того щоб знайти c, знайдемо кiлькiсть
d таких пiдмножин rows, що їх xor як рядкiв буде рiвний нулю. Тодi c буде дорiвнювати 2n − d.
Подивимось, як можна знайти d.

Знайдемо бiтовий базис усiх рядкiв, тобто пiдмножину максимального розмiру k лiнiйно неза-
лежних рядкiв. Це можно зробити за O(n2 · m) за допомогою алгоритму Гауса. Iснує рiвно 2n−k

пiдмножин рядкiв, що не входять до базису, причому до кожної пiдмножини можна додати рiвно
одну пiдмножину рядкiв з базису так, щоб xor усiх вибраних рядкiв став рiвний нулю. Дiйсно, якщо
б це було не так, то або базис не був би максимальним, або в ньому були б лiнiйно залежнi рядки.
Тому отримуємо просту формулу d = 2n−k, а отже вiдповiдь на задачу — (2n − 2n−k) · 2m−1.

Розбiр задачi «Задача G. Гарнi дерева»
Для початку навчимося розв’язувати задачу за O(n ·d). Нехай dpv,x — кiлькiсть способiв розста-
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вити цiлi числа в усi вершини пiддерева v так, щоб пiддерево вершини v було гарним, а значення
вершини v дорiвнювало x. Також нехай sumv,x — кiлькiсть способiв розставити цiлi числа в усi вер-
шини пiддерева v так, щоб пiддерево вершини v було гарним, а значення вершини v було не бiльше
за x. Якщо пiдрахувати усi значення dp i sum, то вiдповiддю на задачу буде sum1,d.

Очевидно, що sumv,x = dpv,x + sumv,x−1 при sumv,0 = 0. Формула для пiдрахунку dpv,x є також
доволi тривiальною: dpv,x =

∏
to∈gv

sumto,x (у кожному синi вершини v повинно бути записано число

не бiльше за x). У випадку, коли вершина v — лист дерева, dpv,x = 1, sumv,x = x (1 6 x 6 d).
Використовуючи цi формули, усi значення dpv,x та sumv,x (1 6 v 6 n, 0 6 x 6 d) можна пiдрахувати
за O(n · d).

Для того щоб розв’язати задачу для великих d, потрiбно помiтити, що sumv,d є многочленом
szv-го степеня вiд d, де szv — це розмiр пiддерева вершини v. Використовуючи цей факт можна
пiдрахувати усi значення dpv,x та sumv,x (1 6 v 6 n, 0 6 x 6 n) за O(n2), пiсля чого за допомогою
iнтерполяцiйного многочлена Лагранжа знайти sum1,d.

Доведемо, що sumv,d є многочленом szv-го степеня вiд d методом математичної iндукцiї по гли-
бинi дерева. База iндукцiї: при глибинi 1 маємо дерево з однiєї вершини, а тому sumv(d) = d є
многочленом степеня 1 вiд d, вiрно. Доведемо цей факт для довiльної вершини v при допущенi, що
цей факт виконується для усiх її синiв. dpv,x =

∏
to∈gv

sumto,x =
∏

to∈gv
pto(x). Так як ступiнь кожного

многочлена pto(v) дорiвнює szto, то степiнь їх добутку буде k =
∑

to∈gv
szto. Тому dpv є многочленом

p степеня k вiд x. sumv,x =
x∑

i=1
dpv,x =

x∑
i=1

k∑
j=0

pjx
j =

k∑
j=0

pj
x∑

i=1
xj . Вiдомо, що сума

x∑
i=1

xj є певним

многочленом q степеня (j + 1) вiд x. Тому sumv,x =
k∑

j=0
pjqj+1(x). Iншими словами, sumv,x є су-

мою певної кiлькостi многочленiв, ступiнь кожного з яких не перевищує (k + 1). А тому sumv(x) є
многочленом степеня (k + 1) = 1 +

∑
to∈gv

szto = szv, що i треба було довести.

Розбiр задачi «Задача H1. Ще одна сума (easy)»
Представимо ik як ik =

k∑
t=0

Ct
iat, де at — деякi коефiцiєнти. Так завжди можна зробити, тому що

k∑
t=0

Ct
iat — многочлен k-го степеня вiд i (для доведення цього факту достатньо розглянути останнiй

доданок Ck
i =

k∏
j=1

i−k+j

k! ).

Пiдставимо це значення у нашу шукану суму: f(n, k) =
n∑

i=0

n!
i!(n−i)! i

k =
n∑

i=0
Ci
n

k∑
t=0

Ct
iat =

n∑
i=0

k∑
t=0

Ci
nC

t
iat =

=
k∑

t=0
at

n∑
i=0

Ci
nC

t
i . Спробуємо спростити вираз

n∑
i=0

Ci
nC

t
i . Для цього помiтимо, що значення цiєї суми

дорiвнює кiлькостi способiв з n елементiв обрати спочатку i елементiв, а потiм з обраних i
елементiв вибрати ще t. Або навпаки — спочатку з n елементiв обрати t елементiв, а потiм додати
до них будь-яку пiдмножину з залишившихся (n − t) елементiв. Звiдси отримуємо формулу:
n∑

i=0
Ci
nC

t
i = Ct

n2
n−t.

Пiдставимо знайдене значення у попередню формулу: f(n, k) =
k∑

t=0
at

n∑
i=0

Ci
nC

t
i =

k∑
t=0

atC
t
n2

n−t =

= 2n−k
k∑

t=0
at2

k−tCt
n. Неважко побачити, що

k∑
t=0

at2
k−tCt

n — це многочлен k-го степеня вiд n, а тому

f(n, k) = 2n−kpk(n).
Для того щоб знайти значення pk(n), можемо спочатку знайти усi значення pk(i) (0 6 i 6 k)

за формулою pk(i) = f(i,k)
2i−k = 2k−if(i, k), а потiм за допомогою iнтерполяцiйного многочлена

Лагранжа обчислити pk(n). Так як пiдрахунок значення pk(i) займає O(i) часу, а iнтерполяцiй-
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ний многочлен Лагранжа дозволяє обчислити pk(n) за O(k), то загальна складнiсть алгоритму буде
O(k2 + k) = O(k2).

Розбiр задачi «Задача H2. Ще одна сума (hard)»
Єдина вiдмiннiсть цiєї задачi вiд попередньої — це обмеження на k (1 6 k 6 105). Складнiсть

O(k2) у попереднiй задачi виникала вiд пiдрахунку значень f(n, k) для усiх n вiд 0 до k. Подивимось,
як можна рахувати цi значення швидше.

f(n, k) =
n∑

i=0

n!
i!(n−i)! i

k = n!
n∑

i=0

ik

i!
1

(n−i)! . Створимо два масива A та B, де Ai = ik

i! , а Bi = 1
i!

(0 6 i 6 k). Тодi f(n, k) = n!
n∑

i=0
AiBn−i. Тому якщо знайти добуток A та B як многочленiв

(C = A×B), то f(n, k) = n!Cn. Добуток двох многочленiв довжиною k можна знаходити за O(k log k)
за допомогою швидкого перетворювання Фур’є, а тому загальна складнiсть цього розв’язку —
O(k log k).

Розбiр задачi «Задача I. Намисто»
На лекцiї було доведено, що вiдповiдь на цю задачу буде 1

n

n−1∑
i=0

kgcd(i,n). Знайти цю суму можна

простим циклом за O(n log n). Загальна складнiсть розв’язку — O(t · n log n).

Розбiр задачi «Задача J. Пiдрахунок рiзних доданкiв»
Нехай g(x) — кiлькiсть впорядкованних розбиттiв числа n на m доданкiв, серед яких є хоча б

одне число x. Тодi вiдповiдь можна записати як t(n,m) =
n∑

x=1
g(x). Для того, щоб знайти g(x), ско-

ристаємося методом включень-виключень: g(x) =
min(m,bnxc)∑

i=1
(−1)i+1Ci

mC
m−i−1
n−ix−1 (спочатку додаємо

усi розбиття де є хоча б одне число x, потiм вiднiмаємо розбиття з хоча б з двома x, i т.д.).

t(n,m) =
n∑

x=1

min(m,bnxc)∑
i=1

(−1)i+1Ci
mC

m−i−1
n−ix−1 =

m∑
i=1

bni c∑
x=1

(−1)i+1Ci
mC

m−i−1
n−ix−1 =

m∑
i=1

(−1)i+1Ci
m

bni c∑
x=1

Cm−i−1
n−ix−1.

Можна побачити, що для фiксованого i, Cm−i−1
n−ix−1 є многочленом (m − i − 1)-го ступеня вiд x —

pm−i−1(x).

Тому t(n,m) =
m∑
i=1

(−1)i+1Ci
m

bni c∑
x=1

pm−i−1(x) =
m∑
i=1

(−1)i+1Ci
mPm−i(

⌊
n
i

⌋
). Тому для кожного i вiд

1 до m можна незалежно пiдрахувати значення Pm−i(j) (1 6 j 6 m − i + 1), а потiм знайти зна-
чення Pm−i(

⌊
n
i

⌋
) за допомогою iнтерполяцiйного многочлена Лагранжа. Варто вiдмiтити, що при

пiдрахунку значень Cm−i−1
n−ix−1 потрiбно не забувати, що у цiй формулi C−1−1 = 1.

Загальна складнiсть розв’язку — O(m3).

Сторiнка 4 з 4


