
Лiга 1. День 6. Теорiя iгор (Макарович А. В.)
Ужгород,

Розбiр задачi «1 раунд»
Достатньо знайти старший бiт результату гри. Якщо старший бiт числа має номер i, тодi число

лежить в межах [2i, 2i+1].
Переберемо, скiльки старших бiтiв Арчi може зробити нулями.
Помiтимо, що для перевiрки того, що Арчi може занулити бiти старшi за i неважливi всi бiти,

якi 6 i. Подiлимо всi числа на 2i.
Якщо на початку ходу Барiка xor масиву не рiвен нулю, то вiн вiдразу може припинити гру.

Отже, пiсля кожного ходу Арчi xor масиву має бути рiвен нулю. Арчi має тiльки один варiант
першого ходу, а далi повинен повторювати кроки Барiка. Звiдси випливає, що або xor масиву з
самого початку був рiвен нулю i Арчi вiдразу припиняє гру, або кiлькiсть входжень рiвно одного
числа масиву (не враховуючи 0) має бути непарна.

Розбiр задачi «2 раунд»
Розглянемо для початку наступну гру.
Поле, в клiтинках якого стоять камiнцi. За один крок гравець вибирає квадрат, сторона якого

не бiльше за к, забирає камiнь з правої нижньої клiтинки i ставить по камню у всi iншi клiтинки
квадрата.

Якщо взяти конкретний стан гри, то можна представити його, як гру на багатьох полях в кож-
ному з яких по одному камню. Отримати вiдповiдь на таку задачу можна, використавши функцiю
Шпрага-Грандi. З цього випливає, що в будь-який момент нам неважлива кiлькiсть камiнцiв в
клiтинцi, а тiльки її парнiсть. Отже цi двi гри еквiвалентнi.

Згенерувавши вiдповiдi для малих тестiв можна з’ясувати, що функцiя Шпрага-
Грандi для поля на якому зайнята тiльки клiтинка з координатами (i, j) рiвна
min(lowestBit(i), lowestBit(j), greatestBit(k)). Тут lowestBit(i) - найбiльша степiнь двiйки,
що є дiльником i, а greatestBit(k) - максимальна степiнь двiйки, що не бiльша за k.

Залишилось тiльки порахувати ксор цiєї функцiї для всiх клiтинок, що спочатку пофарбованi в
бiлий. Порахуємо спочатку масив a, де ai для i 6 k - кiлькiсть бiлих клiтинок обидвi координати
яких дiляться без залишку на 2i i 0 в iншому випадку. ai − ai−1 - кiлькiсть клiтинок, для яких
функцiя Шпрага-грандi рiвна 2i.

Розбiр задачi «3 раунд»
Використаємо бiнарний пошук.
Щоб перевiрити чи вiдповiдь бiльша за a числа на листках, що бiльшi за a замiнимо на 1, а всi

iншi на 0. Для розв’язання задачi необхiдно сказати, чи Арчi зможе отримати 1 в кiнцi гри.
Назвемо пiддерево парним, якщо в ньому можна зробити парну кiлькiсть крокiв.
Якщо обидва пiддерева синiв кореня парнi, то Арчi достатньо виграти хоча б в одному, адже вiн

буде робити останнiй крок i може вибрати потрiбну вершину. Помiтимо пiддерево в якому виграє
Арчi як 1, а iнше як 2. Перший крок Арчi робить в пiддеревi 1, далi якщо Барiк робить крок
в пiддеревi 2, то Арчi робить випадковий крок в тому ж пiддеревi, а якщо Барiк робить крок в
пiддеревi 1, то Арчi робить оптимальний крок в цьому ж пiддеревi(за припущенням воно виграшне).

Якщо одне пiддерево парне, а iнше непарне, то Арчi повинен вигравати в обох. Складним є
випадок коли розмiри обох пiддерев непарнi. В такому випадку Арчi не завжди може зробити ви-
падковий крок в пiддеревi 2. Через це в Барiка з’являється можливiсть 1 раз пропустити крок.
Напишемо динамiку на деревi станами якої буде вершина, гравець i чи є можливiсть пропустити
крок. Цiєї iнформацiї цiлком достатньо, щоб її перерахувати.

Випадок, коли два пiддерева парнi i не можна пропустити хiд. Гравець виграє тiльки, якщо вiн
виграє хоча б в одному пiддеревi без можливостi пропуску ходу.

Випадок, коли два пiддерева непарнi i не можна пропустити хiд. Гравець виграє, якщо вiн виграє
хоча б в одному пiддеревi з можливiстю пропустити хiд.

Випадок, коли пiддерева мають рiзну парнiсть i не можна пропустити хiд. Якщо ми виграєм
в непарному деревi i iнший гравець програє в парному без можливостi пропуску, то ми ходимо в
непарне дерево i виграємо гру. Якщо ми виграєм в парному з можливiстю пропустити хiд i iнший
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гравець програє в непарному з можливiстю пропустити хiд, то ми робимо хiд в парному i iнший
гравець попадає в попереднiй випадок, в якому вiн програє.

Випадок, коли пiддерева парнi i можна пропустити хiд. Ми можемо пропустити хiд, або пiти
грати в одне пiддерево з можливiстю пропуску ходу. В другому випадку ми виграєм, якщо можем
виграти в одному пiддеревi з пропуском ходу i наш суперник не може виграти в iншому без пропуску.

Випадок, коли пiддерева непарнi i можна пропустити хiд. Аналогiчно до минулого випадку.
Випадок, коли пiддерева рiзної парностi i можна пропустити крок.Нам потрiбно вигравати або

парне дерево без пропуску, або непарне з пропуском.
Iдея задачi взята звiдси: https://codeforces.com/problemset/problem/457/F

Розбiр задачi «4 раунд»
Рекурсивно порахувати функцiю Шпрага-Грандi для станiв, що характеризуються розмiрами

куба. Якщо в нас є куб розмiрами a1, a2, ..., an то вiдповiдь для нього це mex по всiм коректним
способам вибрати клiтинку розбиття xor вiдповiдей всiх кубiв, на який розпадається наш куб при
цьому розбиттi.

Розбiр задачi «5 раунд»
Якщо походити крайньою фiгурою, то гра перейде до аналогiчною для дошки розмiру n− 2.
Якщо походити середньою фiгурою з номером i, то гра розiб’ється на двi гри для дошок розмiром

n− i− 1 i i− 2.
Вiдповiдь легко порахувати, як функцiю Шпрага-Грандi для малих значень. Далi можна по-

мiтити, що послiдовнiсть вiдповiдей з певного моменту стає перiодичною з перiодом 34.

Розбiр задачi «6 раунд»
Спочатку рухаєм перший справа бiлий камiнь вперед. Потiм 2 лiвих чорних каменя. Далi 3

правих чорних каменя i т. д. Коли найправiший бiлий камiнь впреться в кiнець про нього можна
забути i рухати всi iншi каменi за ним по черзi. Аналогiчно з чорними.

Розбiр задачi «7 раунд»
Розглянемо 2 параметри - парнiсть кiлькостi рядкiв, якi можна утворити перемiшуванням зада-

ного i якi не зустрiчались ранiше(позначимо це число, як ) та парнiсть n. Гра завжди закiнчується у
випадку, коли обидва з них парнi (пустий рядок). З ситуацiї коли n непарне завжди можна перейти
у ситуацiю коли парне i a i n. Якщо n парне, а a - непарне, то ми перемiшуванням переходимо у
програшну ситуацiю.

Звiдси виходить, що Арчi програє тiльки тодi, коли n - парне, i стрiчка має непарну кiлькiсть
рiзних перестановок. Це число можна порахувати за допомогою динамiки.

Потрiбно знайти кiлькiсть способiв розбити число n на доданки a1, a2, ..., am таким чином, щоб
найбiльша степiнь двiйки на яку дiлиться n! була рiвна найбiльшiй степенi двiйки, на яку дiлиться
a1! · a2! · ... · am!. Найбiльша степiнь двiйки, на яку дiлиться x! рiвна x− bits(x), де bits(x) - кiлькiсть
одиничних бiтiв в числi x. розписавши формули можна отримати, що a1 + a2 + ... + am = n i
bits(a1)+ bits(a2)+ ...+ bits(am) = bits(n). звiдси випливає, що a1|a2|...|am = n. Напишемо динамiку,
першим параметром якої буде маска n, яку ми зiбрали, а другим - кiлькiсть чисел якi використали.
Складнiсть O(k ∗ 3log(n)).

Розбiр задачi «8 раунд»
Щоразу одна сторона стрiчки буде знищуватися, а iнша дiлитись пополам. Можна побудува-

ти дерево вершинами якого будуть стани гри i, написавши на ньому тривiальну динамiку, знайти
вiдповiдь.

Розбiр задачi «9 раунд»
Нехай n 6 m. Якщо n = 1, то вiдповiдь (m+ 1)/2.
Iнакше вiдповiдь - або 1 або 2 (за допомогою одного каменя можна видалити три, що стоять над

ним).

Сторiнка 2 з 2


