
A. Prefix and Suffix Mex

Зауважимо, що bi ≥ bi−1 та ci ≥ ci+1, оскiльки при додаваннi нових значень в множину їх mex
не може зменшуватись.

Якщо bi ̸= bi−1, то повинно виконуватись ai = bi−1, адже жодне число злiва вiд i не дорiвнює
bi−1, а разом з ai уже хоча б одне число має бути рiвним bi−1. Аналогiчно, ai = ci+1, якщо
ci ̸= ci+1.

Таким чином, ми маємо вже деякi значення зафiксованi. Подивимось, що ще необхiдно, щоб
виконувалась умова. Якщо bi ̸= bi−1 також потрiбно, щоб усi значення bi−1 +1, bi−1 +2, . . . , bi − 1
були на префiксi [1, i−1] хоча б раз. Додамо обмеження для таких значень v ∈ [bi−1+1, bi−1], що
вони повиннi бути хоча б раз на промiжку [1, lv], тут lv = i− 1. Аналогiчно зробимо обмеження,
що значення v повинне бути хоча б раз на суфiксi [rv, n].

Викинемо тi обмеження, якi вже виконанi уже зафiксованими значеннями. Далi зауважимо,
якщо для значень u < v iснують обмеження на префiкс, то lu ≤ lv. Та якщо на суфiкс, то ru ≥ rv.
Цю властивiсть можна отримати напряму з того, як ми генеруємо обмеження та того, що масиви
b та c неспадний i незростаючий вiдповiдно.

Тобто, якщо u < v, то i префiкс i суфiкс на який потрiбно поставити v є бiльшим за вiдповiдний
префiкс чи суфiкс для u. Це означає, що ми можемо жадiбно ставити значення вiд найменших.

Будемо розглядати значення вiд 1 до n. Якщо для цього значення немає обмежень, то можна
його пропустити. Якщо для значення v iснують обмеження [1, lv], [rv, n], rl ≤ lv та на промiжку
[rv, lv] ще є незаповненi значення, то поставимо туди значення v. Iнакше, якщо iснує обмеження
[1, lv], то поставимо значення v на найлiвiше вiльне мiсце, та на найправiше вiльне мiсце, якщо
iснує обмеження [rv, n].

Для зберiгання вiльних позицiй використаємо структуру даних set. Якщо в кiнцi залишились
ще вiльнi позицiї, то поставимо там будь-якi великi значення.

Складнiсть розв’язку O(n log n).

B. Graph on a Plane

Помiтимо, що в повному графi, де є усi можливi ребра, умова про вiдповiднiсть найкоротших
шляхiв у графi з евклiдовою вiдстанню виконується. Проте ми можемо видалити ребро мiж вер-
шинами i та j, якщо iснує вершина k, яка лежить на вiдрiзку мiж точками i та j. Видалення
таких ребер не змiнить найкоротшi шляхи у графi. Можна довести, що будь-якi iншi ребра ви-
даляти не можна, оскiльки в такому випадку найкоротший шлях мiж вiдповiдними вершинами
не буде рiвним їхнiй евклiдовiй вiдстанi.

Для того аби порахувати вiдповiдь швидко, ми для кожної вершини дивимось скiльки є унi-
кальних напрямкiв до iнших вершин. Напрямки можна зберiгати як (x, y), де x та y взаємнопростi,
маючи такi пари нам треба порахувати швидко кiлькiсть унiкальних.

Складнiсть O(n2 · log n).

С. Divisible Array

Оскiльки числа в масивi натуральнi, то щоб bi дiлилось на (bi+1 + bi+2), необхiдно аби ця
сума була меншою або рiвною за bi. Формально має виконуватись нерiвнiсть bi ≥ (bi+1 + bi+2) ≥
(bi+1+1), а отже bi > bi+1. Це означає, що якщо масив впорядкований не за спаданням, то умова
на подiльнiсть не виконуються.

Далi, пiсля впорядкування, необхiдно перевiрити умову подiльностi для кожного iндексу i вiд
1 до n− 2. Якщо умова виконується для всiх iндексiв, вiдповiдь — Yes, iнакше — No.

Складнiсть O(n · log n).

D. Minimum Queries

Якщо ми зробимо перший запит на пiдвiдрiзку не зi всiх елементiв, то цей запит не дасть нам
достатньо iнформацiї, оскiльки ми дiзнаємось лише позицiю мiнiмуму на вiдрiзку, але не можемо
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нiчого сказати про значення цього мiнiмуму. Отже, перший запит доцiльно робити на всьому
масивi, щоб одразу визначити позицiю числа 1.

Якщо ми знайдемо позицiю числа 1, але це число не є крайнiм елементом масиву, то ми не
можемо отримати достатньо iнформацiї для визначення розташувань решти чисел. Наприклад,
у масивах 2, 3, 1, 4, 5 та 4, 5, 1, 2, 3 ми можемо дiзнатися лише позицiю числа 1, але не зможемо
визначити позицiї iнших чисел.

Для того аби дiзнатись позицiю числа x > 1, необхiдно щоб число 1 було на крайнiй позицiї
(1 або n). Це дозволяє нам робити запити якi не включають 1. У такий спосiб ми переходимо до
меншої задачi — пошуку числа x у перестановцi чисел вiд 2 до n.

Складнiсть O(n).

E. Different Adjacent

Якщо в масивi a усi сусiднi елементи рiзнi, то це масив вже задовольняє умови задачi. У
iнакшому випадку, якщо в масивi a є сусiднi елементи, якi рiвнi, то значення max1≤i≤n(bi − ai)
буде хоча б 1.

Будемо будувати масив b поступово:

• b1 = a1,

• для наступних елементiв, якщо ai ̸= bi−1, то ми можемо вибрати bi = ai,

• iнакше оберемо bi = ai + 1, щоб зробити сусiднi елементи рiзними.

Таким чином ми можемо побудувати масив b, який задовольняє всi умови задачi.
Складнiсть O(n).

F. Minimize the Maximum Distance

Використаємо двiйковий пошук, щоб знайти вiдповiдь. Маючи обмеження на максимальну
вiдстань d, ми можемо що наша площина розiб’ється на такi прямокутники, в кожному з яких
будь-якi двi сусiднi точки, по горизонталi або вертикалi, мають вiдстань не бiльшу за обмеження.

Розглянемо один прямокутник i визначимо чи можна його точки розбити на потрiбнi нам
групи по 2 та по 3. У випадку коли в прямокутнику лише 1 точка, то ми взагалi не можемо нiяк
розбити на групи. Якщо кiлькiсть точок в прямокутнику парна, то ми можемо розбити на групи
по 2 i в цi групи будемо ставити пари сусiднiх точок.

Останнiм випадком є ситуацiя коли кiлькiсть точок є непарною, тодi можна довести що якщо
iснує розбиття на групи, то iснує й розбиття на такi групи що є лише одна група iз 3-х точок.
Цi три точки або три пiдряд в одному рядi, або три пiдряд в одному стовпцi, або усi цi 3 точки
знаходяться в двох сусiднiх рядках та двох сусiднiх стовпцях (як у малюнку для другого прикладу
синi точки).

Якщо розфарбувати такий прямокутник у шаховому порядку, припустимо що кiлькiсть чор-
них бiльша за кiлькiсть бiлих точок. Група з 3-х точок повинна мiстити двi точки чорного кольору.
Єдиним випадком коли це справдi важливо, коли в прямокутнику або один рядок, або один стов-
пець. У рештi випадкiв якщо можна вибрати хоча б якусь групу з 3-х точок, що задовольняють
умову на максимальну вiдстань, то й можна вибрати групу з 3-х точок, що буде задовольняти
одразу умову на вiдстань та умову на те що двi точки чорного кольору.

Враховуючи вищесказане, нам цiкаво лише прямокутники iз непарною кiлькiстю елементiв.
Якщо у нас утвориться прямокутник 1 × 1, то ми знаємо що така вiдстань є поганою. Пiсля
цього нам цiкаво чи немає жодних проблем у прямокутниках 1× k або k× 1. Наступним кроком
ми можемо видалити тi прямокутники в яких можна вибрати групу з 3-х горизонтально або
вертикально послiдовних точок.

Серед тих що залишились потрiбно перевiрити чи є в кожному прямокутнику ri та cj такi що√
r2i + c2j ≤ d. Оскiльки прямокутникiв може бути багато, знайдемо окремо maxmin ri по рядках

та maxmin cj по стовпцях. Тодi достатньо перевiрити чи
√
(maxmin ri)2 + (maxmin cj)2 ≤ d
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Складнiсть O((n+m) · log).

G. Maximize the Minimum Distance

Будемо розглядати точки в задачi як клiтинки прямокутника зi сторонами n та m, а коорди-
нати це iндекси клiтинки в такiй матрицi.

Розглянемо конструкцiю у випадку коли n та m одночасно парнi. У такiй ситуацiї ми мо-
жемо розрiзати прямокутник на 4 меншi однаковi прямокутники, розрiзами посерединi рядкiв
та стовпцiв. Тепер ми можемо спiвставити лiвий верхнiй прямокутник iз нижнiм правим, та два
iншi. Тобто будемо робити по 2 клiтинки кожного кольору. Детальнiше спiвставлення можна
подивитись на рисунку 1 нижче.

Рис. 1: Вiдповiдь для n = 4, m = 6

Якщо ж одне з чисел n та m є парним, а iнше непарне, то розрiзати на прямокутники треба
дещо iнакше. Наприклад, коли кiлькiсть рядкiв непарна, то ми можемо лiву частину централь-
ного рядка долучити до лiвого верхнього прямокутника i праву частину до правого нижнього
прямокутника. Детальнiше спiвставлення можна подивитись на рисунку 2 нижче.

Рис. 2: Вiдповiдь для n = 5, m = 6

У випадку коли обидва числа непарнi, то ми зробимо подiбний процес зi стовпцем. Проте
станеться така ситуацiя, що центральну клiтинку покривають i лiвий верхнiй, i нижнiй правий
прямокутники. То пофарбуємо лiву верхню клiтинку, праву нижню клiтинку i центральну в один
колiр. Детальнiше спiвставлення можна подивитись на рисунку 3 нижче.

Рис. 3: Вiдповiдь для n = 5, m = 7

В усiх випадках така конструкцiя дає найкращу можливу вiдповiдь, оскiльки для кожної з
центральних клiтинок неможливо отримати вiдстань кращу за ⌊n2 ⌋

2 + ⌊m2 ⌋
2.
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Складнiсть O(n ·m).

H. Laminaria

З’єднувати можливо тiльки вершини однакового кольору, iнакше неможливо зробити першу
операцiю.

Розглянемо таку iнтерпретацiю процесу з умови: назвемо спершу великою вершиною – вер-
шину, яка з’єднує обидва дерева. Далi за кожну операцiю будемо об’єднувати велику вершину з
певною вершиною u, якщо в обох деревах iснує ребро мiж великою вершиною i вершиною u. Усi
ребра, якi виходили зi старих вершин, тепер будуть виходити з нової великої вершини.

Зробимо схожий процес: поки у двох деревах є однакове ребро, об’єднаємо в обох деревах цi
вершини в одну вершину. Якщо такий процес не об’єднав усi вершини в кожному з дерев в одну,
то вiдповiдь 0, адже в одну велику вершину теж не вийде об’єднати. Такий процес не залежить
вiд початкової великої вершини, тож його можна зробити один раз.

Щоб реалiзувати цей процес будемо пiдтримувати усi iнцидентнi ребра для вершини в списку
та з’єднувати ребра вiд вершини з меншим степенем до вершини з бiльшим степенем. Складнiсть
такого алгоритму буде O(n log2 n), оскiльки нам ще також потрiбно використати set чи схожу
структуру даних, щоб пiдтримувати, якi ребра збiгаються в обох деревах.

Подивимось, коли ми об’єднували вершини u та v, якi ребра вiдповiдають цьому об’єднанню в
оригiнальних деревах. Нехай це (u1, v1) в першому деревi та (u2, v2) в другому. Якщо u1 ̸= u2, то
якщо велика вершина спершу об’єднала вершини v1 чи v2, то ми не зможемо об’єднати також u1
i u2. Аналогiчно, якщо v1 ̸= v2. Тож якщо u1 = u2, додамо в додатковий граф напрямленi ребра
v1 → u1, v2 → u1. Це означає, що якщо ми об’єднали в велику вершину вершини з v, то зможемо
об’єднати також вершини з u. Аналогiчно додамо напрямленi ребра, якщо v1 = v2. Тодi вiдповiдь
– це кiлькiсть вершин, з яких досяжнi всi iншi вершини в додатковому графi. Таке значення
можна знайти, якщо зробити топологiчне сортування, або також iснують простiшi методи, якi
враховують специфiчну структуру додаткового графа.

I. Minimum Divisible Sequence

Для чисел k > n
2 є лише одне можливе значення для ai, яке є множником k, це число k.

Це означає, що в масивi повиннi бути всi числа вiд ⌊n2 ⌋ + 1 до n. Таким чином масив матиме
щонайменше ⌈n2 ⌉ елементiв.

Для кожного числа k ≤ n
2 можна знайти число в iнтервалi [⌊n2 ⌋+ 1, n], яке дiлиться на k. Це

випливає з того що розмiр промiжку бiльший або рiвний за k. Враховуючи вищесказане, масив з
елементiв вiд ⌊n2 ⌋+ 1 до n є мiнiмальним можливим масивом, що задовольняє усi умови задачi.

Складнiсть O(n).

J. Permutations of Two Arrays

Без обмеження загальностi вважатимемо, що n <= m. Впорядкуємо масив a у порядку зро-
стання, а масив b у порядку спадання. Оскiльки ми хочемо максимiзувати вiдстань, то з масиву
b вигiдно брати лише елементи на префiксi та суфiксi. Переберемо len —кiлькiсть елементiв з
префiксу b ми беремо, та паруємо їх з суфiксом масиву a. Вiдповiдно префiкс масиву a довжини
n− len паруємо з суфiксом масиву b. Тодi вiдповiдь буде рiвною

max
len∈[0,n]

(
n−1∑

i=n−len

ai −
len∑
i=0

bi) + (

n−1∑
i=m−len

bi −
len∑
i=0

ai)

.
Таку формулу можна рахувати за допомогою часткових сум, або перераховувати доданки в

процесi змiни len.
Складнiсть O(n).

K. Values in a Rooted Tree
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Будемо рахувати вiдповiдь в процесi обходу дерева в глибину. При входi у вершину потрi-
бно додати її значення до множини, а при виходi видалити. Тепер пiсля входу потрiбно знайти
вiдповiдь. Подивимося як змiниться вiдповiдь, якщо ми перейшли вiд батька до сина. Нехай ми
прийшли до вершини v. Вiдповiдь може або не змiнитися, або збiльшитися, якщо найдовший
вiдрiзок буде мiстити значення av.

Для того аби знайти найдовший вiдрiзок зi значенням av, i оновити ним вiдповiдь, можна
використати сет. У цьому сетi ми можемо зберiгати вiдрiзки [l, r], такi що на шляху вiд кореня
до цiєї вершини були усi значення вiд l до r включно. Тепер при входi у вершину v цей сет може
змiнитись в один iз чотирьох способiв:

• Нiяк не змiниться, якщо число av уже зустрiчалось на шляху до кореня.

• Утвориться новий вiдрiзок довжини 1 — [av, av].

• Довжина якогось вiдрiзка збiльшиться на 1. Такий вiдрiзок мав мати або r = av − 1, або
l = av + 1.

• Два вiдрiзки об’єднаються в один, вiдрiзки [l, av − 1] та [av + 1, r] об’єднаються в один [l, r].

Коли ми будемо виходити з вершини v, нам треба скасувати усi змiни якi ми робили в цiй
вершинi. Ми можемо запам’ятати якi вiдрiзки ми видалили з сету при входi i якi додали. При
виходi видалимо тi що додали i додамо тi що видалили.

Складнiсть O(n · log n).

L. L-trominos

Використовуючи замощування на рисунку 4 ми можемо досягти 2 · n%3 вiльних клiтинок.

Рис. 4: Приклад замощення

Складнiсть O(1).
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